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Resume
L'observation de l'orientation des grains des arottes forees en Antartique et au Groen-
land montre que la glae polaire aquiert une fabrique representative de l'histoire des
deformations qu'elle a subies. Le omportement visoplastique du ristal de glae etant
fortement anisotrope, il en resulte une anisotropie marosopique du polyristal qui
depend des orientations preferentielles des grains qui le omposent.
A l'ehelle du polyristal, le omportement visoplastique est obtenu par homogeneisation
sur tous les ristaux, en supposant leur omportement lineaire orthotrope de revolution
et une repartition homogene des ontraintes dans tout le polyristal (modele statique).
La fabrique du polyristal est derite par une fontion ontinue de distribution des orien-
tations (ODF). Ave es hypotheses, nous avons obtenu des resultats analytiques pour le
omportement orthotrope d'un polyristal et l'evolution de sa fabrique, qui permettent
de representer la fabrique par une ODF ne dependant que de trois parametres.
A l'ehelle de la alotte polaire, les hamps de vitesses et fabriques de l'eoulement
stationnaire sont alules par une methode ouplee, qui alterne :
- le alul des vitesses, pour un hamp de fabriques donne, par la methode des elements
nis,
- le alul de la fabrique, pour un hamp de vitesses donne, par une methode qui utilise
les lignes de ourant de l'eoulement,
jusqu'a e que la onvergene soit atteinte, a la fois sur les vitesses et la fabrique.
Nous etudions l'inuene du hamp de temperatures et du omportement du grain sur
la formation des fabriques au sein des alottes polaires. Le modele est applique a la
ligne d'eoulement GRIP-GISP2 (Groenland Central) et les resultats sont ompares aux
mesures de terrain.
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Abstrat
Observations of rystal orientations on deep ie-ores from Antatia and Greenland have
shown that polar ie aquires a fabri, harateristi of the strain-history it has under-
gone. Sine the visoplasti behaviour of the ie single rystal is strongly anisotropi,
the marosopi anisotropi behaviour of polyrystalline ie depends on the preferred
orientation of its grains.
At the sale of the ie polyrystal, the ie fabri is desribed by a ontinuous orientation
distribution funtion (ODF) and the mehanial behaviour is obtained by assuming a
linear transversely isotropi behaviour of eah grain and a uniform state of stresses in
the polyrystal (stati model). With these assumptions, we have developped analytial
results for the behaviour of the polyrystal and its fabri evolution, whih allows the
desription of the fabri with only three parameters.
At the sale of the ie sheet, the veloity and fabri elds of the stationary ow are solved
by using a oupled method:
- for a given fabri eld, the orresponding veloity eld is omputed by the nite element
method,
- for a given veloity eld, the orresponding eld of fabris is obtained by alulating
fabri evolution along the ow streamlines,
this two steps proess being iterated until onvergene is ahieved.
We show the inuene of both temperature eld and grain behaviour on fabri develop-
pement in the ie sheet. We apply our model to the ow line going from GRIP to GISP2
(Central Greenland) and the results are ompared to eld data.
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Notations
Referentiels
Dans la suite, nous utilisons prinipalement trois referentiels :
fRg un referentiel xe de referene lie a la Terre, dans lequel sont derites les symetries
de l'eoulement de la alotte polaire modelisee (eoulement en deformations planes
ou axisymetrique),
f
o
Rg un referentiel d'orthotropie lie au polyristal de glae orthotrope, dans lequel sont
derites les symetries du polyristal de glae,
f
g
Rg un referentiel lie au grain, dans lequel sont derites les symetries du monoristal
de glae.
Une quantite x (veteur ou matrie) est notee x,
o
x ou
g
x selon qu'elle est exprimee
par rapport au referentiel fRg, f
o
Rg ou f
g
Rg respetivement.
Tenseur, veteur et salaire
A, a,  Grandeurs salaires
a,  Veteurs a
i
, 
i
A Tenseur du 2
eme
ordre A
ij
a
 b = C Produit tensoriel a
i
b
j
= C
ij
A:B = AB = C Simple ontration A
ik
B
kj
= C
ij
A : B = C Double ontration A
ij
B
ij
= C
A
t
Transpose du tenseur A
A
D
= A 
1
3
tr (A)I Partie deviatoire de A
Les quantites (salaire, veteur ou matrie) relatives au polyristal ou a la alotte
sont notees ave une barre superieure. Par exemple, le tenseur des ontraintes deviatoires
marosopiques est note :

S.
Les quantites relatives a un grain sont sans annotation partiuliere. Par exemple, le
tenseur des vitesses de deformation dans un grain est note : D.
En notant R la matrie de rotation pour passer du repere du grain f
g
Rg au repere de
referene fRg (donnee par (2.1)), la formule de passage d'un repere a l'autre est a = R
g
a
pour les veteurs et A = R
g
AR
t
pour les matries.
xv
xvi Notations
Quantites utilisees dans le manusrit

A, . . . ,

H,

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Introdution
Le ro^le important des alottes polaires dans le systeme limatique motive les eorts
entrepris pour modeliser leur evolution. Cette modelisation a pour objetifs d'une part
l'etude de la reation des alottes polaires a une variation du limat, d'autre part une aide
a l'interpretation des enregistrements limatiques tires de l'analyse des forages profonds
en Antartique ou au Groenland, en proposant des datations.
Un modele de alotte polaire permet d'obtenir les hamps des vitesses et des temperatures,
pour un geometrie (altitude de la surfae, topographie du sole) et des onditions aux
limites xees (aumulation, onditions aux bords et a l'interfae glae-sole). La da-
tation d'une arotte est obtenue en alulant les lignes de ourant orrespondant au
hamp de vitesses donne par le modele, et l'evolution d'une alotte polaire, en reponse a
une variation limatique donnee, est obtenue en faisant varier les onditions aux limites
appliquees.
L'appliation d'un tel modele a la simulation d'une alotte reelle implique la mani-
pulation d'un nombre onsiderable de donnees (notamment pour rendre ompte de la
topographie) et , lorsque 'est possible, de parametrisations qui permettent d'en reduire
le nombre (par exemple ave un modele pour la repartition de l'aumulation en surfae
Ritz, 1992). Un modele de alotte polaire est don en soi un objet tres omplexe.
Pour omprendre les interations entre limat et alottes polaires, il est neessaire
de realiser les ouplages ave d'autres modeles, omme un modele de irulation at-
mospherique globale (Fabre et al., 1997), ou un modele reproduisant la variation du ni-
veau des mers (qui va inuener les onditions d'eoulement sur les bords), ou enore un
modele d'isostasie qui rendra ompte de la reponse du sole aux variations d'epaisseur de
la alotte. La omplexite failement imaginable d'une telle entreprise, fait que le modele
de alotte polaire utilise doit vraiment e^tre onsidere omme un outil (usuel et eÆae)
et non pas omme un prototype plus ou moins deliat a manipuler.
Dans e ontexte vient s'ajouter une diÆulte liee a la desription du omportement
meanique de la glae polaire, dont la loi onstitutive doit e^tre prise en ompte par le
modele d'eoulement. A e jour, es modeles, dans leur majorite, prennent en ompte un
modele de glae isotrope, semblable a elui utilise pour reproduire l'eoulement des gla-
iers de type alpin. Cependant les analyses de la struture des glaes polaires profondes,
eetuees sur des arottes extraites en dierents sites de l'Antartique et du Groenland,
ont revele qu'au ours de sa deformation, sous tres faibles ontraintes deviatoires, la glae
polaire aquiert une fabrique (orientation preferentielle des grains) et devient anisotrope.
Compte tenu de l'enorme anisotropie plastique du monoristal, ette anisotropie maro-
sopique induite va inuener tres fortement l'eoulement des alottes polaires et doit
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e^tre prise en ompte dans leur modelisation. A l'heure atuelle, et eort de modelisation
fait partie des priorites sientiques de la Glaiologie, notamment au niveau Europeen
puisque le travail presente dans e manusrit a ete realise dans le adre d'un ontrat
Europeen speique (Environnement and Climate: "Fabri development and rheology of
polar ie for ie sheet ow modelling").
Une experimentation en laboratoire reproduisant les onditions qui regnent dans une
alotte et mettant en jeu les meanismes de deformation assoies, est exlue, a ause des
tres faibles vitesses de deformation qui en resulteraient (de l'ordre de 10
 12
s
 1
). Par
onsequent, on est reduit a onstruire des modeles de omportement, si possible bases
sur les meanismes physiques mis en jeu, et qui ne peuvent e^tre testes que vis a vis de
mesures de terrain. Une autre diÆulte est que pour e^tre utilisees, es dernieres doivent
e^tre interpretees a travers des simulations de l'eoulement aussi realistes que possible.
Le but du travail presente dans e memoire etait d'etablir un modele pour le ompor-
tement de la glae polaire anisotrope et pour l'evolution de sa texture, et de le mettre
en oeuvre dans la simulation numerique d'un eoulement de glae anisotrope, ei dans
des ongurations geometriques simples (eoulement plan ou axisymetrique, sole xe),
et pour des onditions aux limites xees. La ontrainte essentielle etait de onstruire
un modele qui reste assez simple pour e^tre pratiquement utilisable dans un ode de al-
ul d'eoulement (et d'evolution) de alotte polaire, onsidere omme un outil, 'est a
dire qui minimise le surplus d'information neessaire au traitement de l'anisotropie, et
egalement les temps de alul.
Pour es raisons, le modele auto-oherent developpe par Castelnau (1996) ne nous
a pas semble adapte a notre probleme, malgre son eÆaite a derire le omportement
de la glae anisotrope. Nous avons don adopte le modele a ontraintes homogenes
(modele statique), beauoup plus simple dans son formalisme, mais qui semble onduire
neanmoins a de bons resultats pour la glae (Castelnau, 1996). Toujours pour es me^mes
raisons, et ontrairement aux modeles a ontraintes homogenes qui derivent la fabrique
par des grains disrets (Chastel et al., 1993), dans notre modele la fabrique est derite
par une fontion ontinue dependante de quelques parametres seulement.
Le plan de e manusrit suit les etapes qui onstituent l'elaboration de notre modele,
du ristal de glae aux alottes polaires. Apres une etude bibliographique, presentee au
Chapitre 1, qui rappelle les resultats experimentaux obtenus sur la glae et presente les
dierents modeles de omportement de la glae polyristalline, le Chapitre 2 propose
la loi adoptee pour derire le omportement visoplastique anisotrope du monoristal de
glae.
Ensuite, des resultats analytiques obtenus en supposant le polyristal orthotrope
lineaire, sont presentes pour l'evolution de la fabrique au Chapitre 3, pour le ompor-
tement du polyristal au Chapitre 4 et pour l'evolution onjuguee de la fabrique et du
omportement dans le Chapitre 5.
Enn, en adoptant une ODF ontinue fontion de trois parametres seulement, nous
inorporons la loi miro-maro du polyristal de glae dans un ode aux elements nis.
Le Chapitre 6 presente la modelisation de l'eoulement d'une alotte de glae dont
le hamp de fabriques est donne, puis, dans le Chapitre 7 nous mettons en plae la
methode permettant le alul du hamp de fabriques stationnaire orrespondant a un
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eoulement donne.
Dans le Chapitre 8, nous ouplons les deux methodes preedentes pour determiner
les hamps de vitesses et fabriques orrespondant a l'eoulement stationnaire d'une a-
lotte de geometrie simpliee donnee. Nous etudions l'inuene d'un hamp de temperatures
(donne) et du omportement du grain sur les hamps de vitesses et de fabriques a la
onvergene du probleme ouple. Finalement, nous appliquons le modele ouple a la
ligne d'eoulement reliant les forages profonds de GRIP et GISP2 (Groenland Central)
et nous omparons les hamps de vitesses et fabriques obtenus aux mesures de terrain.
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Chapitre 1
Du ristal de glae aux alottes
polaires . . .
1.1 Introdution
Le diametre d'un grain de glae est de quelques millimetres a quelques dizaines de en-
timetres, tandis que la surfae de la alotte polaire Antartique est de 12 700 000 km
2
,
soit une longueur arateristique de l'ordre de 3 500 km, pour une profondeur moyenne
de 2 160m (Drewry et al., 1982). La Figure 1.1 presente de faon shematique les di-
mensions arateristiques du ristal de glae, du polyristal de glae
1
et de la alotte
polaire.
Echelle intermédiaire
PSfrag replaements
Grain :
Ehelle mirosopique
Polyristal :
Ehelle intermediaire
Calotte Polaire :
Ehelle marosopique
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t
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m
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Le grain, le polyristal, la alotte polaire et leurs dimensions arateristiques.
Dans e hapitre, nous presentons dans un premier temps des resultats experimentaux
d'essais meaniques realises sur des ristaux de glae ainsi que sur de la glae polyristal-
line isotrope et anisotrope. Ces essais de laboratoire mettent en jeux des meanismes de
1
Nous appellerons \polyristal" un ensemble de quelques entaines de grains, me^me si, theoriquement,
la alotte entiere peut-e^tre onsideree omme un \gros" polyristal.
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deformation bien speiques puisque ils sont generalement realises sous des ontraintes
elevees ( > 0:2MPa). Nous disutons la validite de es essais pour une appliation a
la glae des alottes polaires dans lesquelles le deviateur des ontraintes est beauoup
plus faible ( < 0:1MPa). Nous analysons plus partiulierement quels peuvent e^tre les
dierents meanismes de deformation du polyristal in-situ en fontion de sa position
dans la alotte polaire.
Ensuite, dans un deuxieme temps, nous presentons les modeles de la litterature qui
derivent le omportement visoplastique du grain, puis les dierents types de modeles
de glae polyristalline anisotrope. Enn, nous presentons les hypotheses des dierents
modeles d'eoulement de alotte polaire ainsi que leurs speiites.
1.2 Comportement visoplastique du ristal de glae
1.2.1 Struture ristallographique et defauts
Dans les onditions de pression et temperature renontrees sur Terre, la struture ris-
tallographique du monoristal de glae presente un axe de symetrie hexagonale [0001℄,
appele axe optique ou enore axe . Ce type de glae est appele glae Ih. La Figure 1.1
presente la forme du reseau ristallin oupe par les atomes d'oxygene et les six orien-
tations possibles de la moleule d'eau. Les atomes d'oxygene sont lies par une fore de
liaison dite liaison hydrogene.
Outre les defauts lassiques des reseaux ristallins (pontuels ou lineaires), la glae Ih
presente des defauts de position des protons. Ces defauts orrespondent a la violation des
regles de Bernal et Fowler (1933) selon lesquelles haque atome d'oxygene doit avoir deux
protons a proximite (onservation de la struture de la moleule d'eau) et haque liaison
O   O ne doit omporter qu'un seul proton. Lorsqu'un proton passe d'une moleule
d'eau a l'autre de part et d'autre de sa liaison hydrogene, il y a reation d'une paire de
defauts ioniques (OH
 
et H
3
O
+
). Lorsqu'une moleule d'eau tourne de 2=3 autour
d'une des liaisons O   O, il y a reation d'un defaut rotationnel de Bjerrum de type L
(leer, suppression d'une liaison hydrogene entre deux oxygenes) ou D (doppelt, liaison
oupee par deux protons).
Pour la glae Ih, seul l'arrangement ristallin des atomes d'oxygene presente une
struture triperiodique et les disloations observees orrespondent don a des perturba-
tions lineaires de et arrangement. L'observation par topographie aux rayons X montre
que la quasi totalite des disloations ont leur veteur de Burgers ontenu dans le plan de
base. Du fait de la symetrie hexagonale, es disloations sont soit paralleles au veteur de
Burgers (disloations vis), soit a 60
o
du veteur de Burgers (disloations 60
o
) (Petrenko
et Whitworth, 1994). Un alul energetique montre qu'en majorite les disloations dans
la glae sont basales de type vis. Par ailleurs, on n'observe pas pour la glae de glisse-
ment des disloations vis sur les plans non basaux (Petrenko et Whitworth, 1994). Cei
onfere au monoristal de glae un omportement visoplastique fortement anisotrope.
Une partiularite de la glae est que la vitesse des disloations, proportionnelle a la
ontrainte appliquee, est tres faible omparee a elles observees dans les metaux. Par
exemple, pour le monoristal de glae, la vitesse de deplaement est de 0:2ms
 1
a
une temperature de 255K (soit pour un rapport T=T
f
= 0:93 ou T
f
est la temperature
de fusion) et une ontrainte de 0:1MPa, alors qu'elle est de 8ms
 1
pour le uivre a
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Fig. 1.1 : (a) Position des atomes d'oxygene dans la glae Ih. Les traits representent les
liaisons hydrogene. (b) Les six orientations possibles pour la moleule d'eau. Les erles
vides representent les atomes d'oxygene et les erles pleins les atomes d'hydrogene.
293K (T=T
f
= 0:21) sous une ontrainte de 0:25MPa (Ple, 1998). Le ro^le du desordre
protonique, qui onstituerait un obstale a l'avanee des disloations, est invoque pour
expliquer ette faible vitesse (Petrenko et Whitworth, 1994).
1.2.2 Anisotropie du ristal de glae
La Figure 1.2 (Duval et al., 1983) ompare les vitesses de deformation minimales obtenues
pour la glae polyristalline isotrope et pour le monoristal de glae en fontion de la
ontrainte appliquee. Cette gure montre que le meanisme prinipal de deformation du
monoristal est le glissement dans les plans de base. A ontrainte equivalente egale, la
vitesse de deformation d'un monoristal solliite de faon a avoir une ission nulle dans les
plans de base (ourbe du bas) est de quatre ordres de grandeur inferieure a elle obtenue
si la ission dans le plan de base est maximale (ourbe du haut). A ontrainte egale, la
vitesse de deformation en isaillement parallelement au plan de base du monoristal est
environ mille fois plus elevee que elle du polyristal isotrope.
Le uage seondaire du monoristal deforme par glissement basal est bien derit par
une loi puissane :
(1.1) _
b
= B
b

n
b
ou _
b
et 
b
sont respetivement la vitesse de deformation et la ission resolues dans le
plan de base du grain. La synthese des resultats experimentaux donnee par Duval et al.
(1983) onduit a un exposant n prohe de 2, et a une energie d'ativation de 63 kJmol
 1
.
Selon Lliboutry (1987), la valeur 2 de l'exposant de la loi puissane pourrait e^tre
expliquee par une densite de disloations proportionnelle a la ontrainte. La densite
de disloations mobiles  et la vitesse des disloations v etant proportionnelles a la
ontrainte, d'apres la loi d'Orowan :
(1.2) D = bv,
la vitesse de deformation D est alors proportionnelle au arre de la ontrainte.
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Fig. 1.2 : Relation entre la vitesse de deformation equivalente et la ontrainte equivalente
pour la glae isotrope et le monoristal deforme par glissement basal et non basal, d'apres
Duval et al. (1983).
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Notons que les valeurs de l'exposant n et de l'energie d'ativation pour le polyristal
sont dierentes de elles du monoristal. Nous presentons plus loin, les partiularites
meaniques propres au polyristal de glae.
Enn, Kamb (1961) a montre que, pour n = 1 ou n = 3, la diretion du glissement
dans le plan de base est exatement la me^me que elle de la ission resolue dans le plan de
base. Pour des valeurs de n omprises entre 1 et 3, la deviation entre es deux diretions
reste inferieure a 2
o
. Le plan de base peut don e^tre onsidere omme isotrope.
1.3 Comportement de la glae polyristalline
Du fait de la tres grande anisotropie visoplastique du monoristal de glae, le ompor-
tement du polyristal de glae depend fortement de la distribution des axes  (fabrique)
de ses grains onstitutifs. Si les axes  des grains sont repartis de faon aleatoire, alors
le omportement du polyristal est isotrope. A l'oppose, si tous les grains ont la me^me
orientation, l'anisotropie du polyristal est tres marquee.
Notons que, si l'on neglige la deformation elastique en ne onsiderant que le om-
portement visoplastique, le materiau peut e^tre onsidere omme inompressible et par
onsequent seule la partie deviatoire du tenseur des ontraintes entra^ne des deformations.
1.3.1 Comportement de la glae isotrope
Pour des raisons de duree, les essais de laboratoire sur la glae sont realises pour des
ontraintes et des temperatures relativement elevees ( > 0:2MPa et T t  10
o
C soit
T=Tf t 0:96). Les meanismes mis en jeux lors de es essais sont alors speiques de es
regimes de ontrainte et de temperature. Dans es onditions, au ours de la deformation
du polyristal de glae isotrope, on distingue trois phases, visibles sur la Figure 1.3.
1.3.1.1 Fluage primaire
Du fait de l'anisotropie du ristal de glae, le hamp des ontraintes dans le polyristal
est fortement heterogene. A l'ehelle du grain apparaissent des ontraintes internes aux
grains dont la valeur peut e^tre nettement superieure a la ontrainte moyenne appliquee.
Les disloations produites par la deformation restent bloquees aux joints de grain, e qui
explique la diminution de la vitesse de deformation (i.e. le durissement du materiau).
Cette phase est bien representee par la loi d'Andrade (i.e. deformation proportionnelle
a t
1=3
).
1.3.1.2 Fluage seondaire
Contrairement a e que l'on observe sur la plupart des materiaux visoplastiques, la
phase de uage seondaire de la glae est tres ourte. On n'observe pas de periode ou
la vitesse de deformation est onstante, et par onsequent, le uage seondaire est deni
au minimum de la vitesse de deformation.
La relation donnant la vitesse de deformation minimale

D en fontion de la ontrainte
deviatoire

S est bien derite par une loi puissane de type Norton-Ho, ouramment
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Fig. 1.3 : Courbes de uage de la glae polyristalline isotrope en ompression uniaxiale
pour dierentes valeurs de la ontrainte (en bar), d'apres Jaka (1984).
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appelee loi de Glen en Glaiologie :
(1.3)

D
ij
=
B
n
(T )
2

n 1

S
ij
,
ou 
2
=

S
ij

S
ij
=2 est la ission eÆae (deuxieme invariant de

S). La uidite B
n
(T )
(inverse de la visosite) depend de la temperature selon la loi d'Arrhenius :
(1.4) B
n
(T ) = B
n
(T
0
) e
Q
R
(
1
T
0
 
1
T
)
,
ouR est la onstante des gaz parfaits, Q l'energie d'ativation et T , T
0
sont les temperatures
en Kelvin. D'apres Le Ga (1980) et Lliboutry et Duval (1985), Q = 78 kJmol
 1
pour des
temperatures inferieures a  8
o
C. Pour des temperatures superieures, on observe une aug-
mentation de l'energie d'ativation : les valeurs d'energie d'ativation apparente donnees
par la litterature (selon Le Ga (1980), Q = 120 kJmol
 1
pour T >  8
o
C) masquent
probablement des proessus atifs a haute temperature, tels que la reristallisation due a
l'augmentation de la vitesse de migration des joints de grain ou le hangement de phase
aux joints de grain dans les zones de forte onentration de ontrainte.
La valeur de l'exposant n dans (1.3) depend du niveau des ontraintes appliquees et
pour la majorite des essais en laboratoire (ontraintes superieures a 0.2 MPa) la valeur
de n est 3 et B
3
( 10
o
C) t 20 MPa
 3
a
 1
(Duval et al., 1983; Lliboutry et Duval, 1985;
Meyssonnier et Goubert, 1994).
Cette valeur 3 de l'exposant pour le polyristal est a omparer a la valeur 2 trouvee
pour le ristal de glae isole. La dierene d'exposant peut s'expliquer par le ro^le des
joints de grain qui onstituent une barriere au deplaement des disloations. Selon Duval
et al. (1983), l'empilement des disloations dans la zone du joint ontraint les disloations
a monter dans d'autres plans. La vitesse des disloation v dans la loi d'Orowan (1.2) est
alors proportionnelle au arre de la ontrainte et par onsequent, la vitesse de deformation
est proportionnelle au ube de la ontrainte.
Pour des valeurs de ontraintes inferieures a 0.1 MPa, tres peu d'essais durent as-
sez longtemps pour atteindre la vitesse minimum. Pimienta (1987) trouve une valeur
de n inferieure a 2 , qui est onrmee par les donnees d'inlinometrie dans des trous
de forage en Antartique (Lliboutry et Duval, 1985; Doake et Wol, 1985). Un om-
portement lineaire (n = 1) araterise aussi la partie basse du neve pour des densites
superieures a 0:9, et l'etude de la densiation dans les forages de Byrd (Antartique)
et Site 2 (Groenland) permet de deduire une valeur B
1
( 10
o
C) = 0.18 MPa
 1
a
 1
(Pi-
mienta, 1987). Lipenkov et al. (1997) appliquent une methode inverse a partir des
donnees de densiation des bulles dans le forage de Vostok (Antartique) et obtiennent
n = 1 et B
1
( 10
o
C) = 0:16  0:07MPa
 1
a
 1
Pour les glaes des alottes polaires, e omportement prohe du lineaire est explique
par l'absorption des disloations lors de la migration des joints au ours du grossisse-
ment des grains (Lliboutry et Duval, 1985). La densite de disloation  est alors sup-
posee onstante (uage de Harper-Dorn) et par onsequent, d'apres (1.2) la vitesse de
deformation est proportionnelle a la ontrainte.
Notons enn que la loi de Glen isotrope est la loi la plus utilisee dans les modeles
d'eoulement de alottes polaires.
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1.3.1.3 Fluage tertiaire
Au ours de ette phase, l'augmentation des vitesses de deformation s'explique par les
meanismes de reristallisation dynamique (reristallisation disontinue ou migration-
reristallisation, Duval et Castelnau (1995)) qui adouissent le materiau. Les grains
mal orientes pour se deformer sont remplaes par de nouveaux grains (proessus de
nuleation). Une orientation preferentielle des axes  a plusieurs maxima appara^t
(Duval, 1981; Lliboutry et Duval, 1985), et par onsequent l'etat de ontrainte dans
le materiau devient plus homogene. Cette phase peut aussi e^tre representee par la loi
de Glen, mais pour des valeurs du parametres B
n
deux a trois fois superieures a elles
donnees pour le uage seondaire. Meyssonnier (1989) trouve une valeur B
3
( 10
o
) =
70 MPa
 3
a
 1
pour derire le uage tertiaire.
Si la vitesse de deformation est trop elevee pour permettre au materiau de dissiper
son energie par deformation plastique, des ssures peuvent appara^tre au voisinage des
grains les plus gros et les moins bien orientes pour se deformer (Ple, 1998).
1.3.2 Textures des glaes polaires
La texture d'un polyristal de glae est la desription de la taille, de la forme et de
l'agenement des grains qui le omposent. La fabrique du polyristal est uniquement la
representation de la repartition des orientations ristallographiques de ses grains (Lli-
boutry, Enylopaedia Universalis, entree : glae).
Dans la pratique, la texture d'un moreau de arotte de glae est denie par l'obser-
vation de lames mines en lumiere polarisee. Pour la arotte de GRIP (Groenland), les
lames mines observees omportent, en moyenne, les setions de 100 a 200 grains (Thor-
steinsson et al., 1997). L'orientation de l'axe  de haque ristal est determinee en
reherhant ses positions d'extintion. La projetion de Shmidt permet de representer
de faon onventionnelle la fabrique d'un ehantillon sur des gures de po^les. Cette pro-
jetion onserve les surfaes et permet don de rendre ompte de faon preise du niveau
de onentration des fabriques. Chaque grain est visualise par un point qui est la proje-
tion sur le plan de la lame du point d'intersetion entre la demi-sphere unite et l'axe 
du grain. La taille du grain peut-e^tre prise en ompte en attribuant plusieurs points aux
gros grains ou en remplaant le point par un erle dont la surfae est proportionnelle a
la taille du grain qu'il represente.
Des exemples de fabriques observees dans les glaes des alottes polaires sont presentes
sur la Figure 1.4. En surfae, l'orientation des ristaux est aleatoire et le polyristal est
isotrope. Lorsque la profondeur augmente, les fabriques sont plus onentrees et, sui-
vant le site de forage, les axes  sont onentres autour de la diretion vertiale
2
ou bien
forment une ouronne homogene dans un plan vertial
3
, dont l'orientation par rapport au
plan de l'eoulement (parallele ou perpendiulaire) demeure inonnue a e jour (Duval,
ommuniation personnelle, 1998).
Ces observations ne sont sans doute pas representatives de l'ensemble des formes
2
A Camp Century, Dye 3 et GRIP au Groenland, et Byrd station et Law Dome en Antar-
tique : Russell-Head et Budd (1979); Herron et Langway (1982); Thorsteinsson et al. (1997).
3
A Vostok et Mizuho en Antartique : Fujita et al. (1987); Lipenkov et al. (1989).
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104.5 m n=215 879 m n=192 978 m n=193915 m n=181
(a) Vostok
19
1790 m n=174
20
1899 m n=200
21
1982 m n=175
(b) GRIP
Fig. 1.4 : Exemples de fabriques observees dans les forages de (a) Vostok (Antartique)
aux profondeurs de 104.5m, 879m, 915m et 978m (Lipenkov et al., 1989) et (b) GRIP
(Groenland) aux profondeurs de 1790m, 1899m et 1982m (Thorsteinsson et al., 1997).
La projetion est faite dans le plan horizontal in-situ.
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de fabriques, puisque il est diÆile d'imaginer le passage d'une fabrique axisymetrique
d'axe vertial a une fabrique axisymetrique d'axe horizontal sans une transition pendant
laquelle la fabrique n'est plus axisymetrique.
1.3.3 Comportement de la glae polyristalline anisotrope
Les ourbes de uage de la glae polyristalline anisotrope presentent les trois me^mes
phases que elles de la glae isotrope. Nous donnons ii des resultats d'essais meaniques
realises sur des glaes polaires dont les fabriques sont tres marquees. La reponse du
polyristal de glae anisotrope est omparee a elle de la glae isotrope pour le uage
seondaire.
Des essais realises par Duval et Le Ga (1982) sur des glaes de Dome-C ont montre
que, pour un polyristal dont tous les axes  sont alignes perpendiulairement a la
diretion de isaillement, la uidite en isaillement B
==
est dix fois superieure a elle de
la glae isotrope a la me^me temperature. En ompression dans la diretion des axes ,
la uidite est quatre fois plus faible que elle de la glae isotrope.
Ces resultats sont a omparer a la valeur 10
3
donne par Duval et al. (1983) pour le
rapport entre la uidite dans le plan de base d'un monoristal isole et la uidite de la
glae isotrope. La dierene de deux ordres de grandeur entre le monoristal isole et le
polyristal dont tous les ristaux ont la me^me orientation, s'explique par le ro^le des joints
de grains qui dans le polyristal onstituent des obstales au mouvement des disloations.
Notons qu'auun des modeles de omportement presentes dans le paragraphe suivant
n'est apable de reproduire ette dierene. En eet, pour un polyristal dont tous les
axes  auraient la me^me orientation, tous es modeles donnent un omportement limite
orrespondant a elui du grain isole. Cei vient du fait que le ro^le des joints de grain
n'est pas pris en ompte dans es modeles.
Pimienta et al. (1987) ont realise des essais sur les glaes de Vostok dont la fabrique
forme une ouronne homogene (f. Figure 1.4). Contrairement aux glaes a un seul maxi-
mum d'orientation des axes , les glaes de Vostok ne possedent pas de diretion dans
laquelle la uidite est plus importante que elle de la glae isotrope. Seule la diretion
perpendiulaire au plan de la ouronne presente une grande dierene de omportement
par rapport a la glae isotrope, ave une uidite en ompression seize fois plus faible que
elle de la glae isotrope a la me^me temperature.
Ces essais realises sur dierentes glaes montrent lairement le lien entre la fabrique
de l'ehantillon et son anisotropie meanique.
1.3.4 Loalisation des dierents proessus au sein des alottes polaires
Les meanismes mis en jeu pour deformer les ristaux de glae qui omposent les a-
lottes polaires dependent de nombreux parametres, tels que l'histoire des deformations,
la fabrique, les ontraintes, la temperature, la teneur en impuretes.
La variation spatiale de es onditions dans les alottes polaires entra^ne que, sui-
vant l'endroit observe, les meanismes mis en jeu ne sont pas les me^mes, et que par
onsequent, la loi de omportement peut prendre dierentes formes (valeur de n, valeurs
des oeÆients rheologiques, . . . ). Pimienta et al. (1987) et Alley (1992) proposent de
1.4. Modelisation des phenomenes observes 15
distinguer trois zones en fontion de la profondeur :
- Dans les premieres entaines de metres sous la surfae, une zone de faibles ontraintes
ou les grains grossissent pour diminuer l'energie de surfae. Une valeur de n prohe
de 1, expliquee par l'absorption des disloations liee a la migration des joints de
grains (Lliboutry et Duval, 1985), semble adaptee pour derire le omportement
dans ette zone (Doake et Wol, 1985; Pimienta et al., 1987).
- En progressant en profondeur, les ontraintes augmentent et le uage disloation
prend le pas sur le grossissement des grains. La taille des grains peut e^tre stable
(par exemple a GRIP, Thorsteinsson et al. (1997)) et l'arre^t de la roissane des
grains s'explique alors par la polygonisation des grains. Un exposant inferieur a
3 est propose par la plupart des auteurs pour derire le omportement dans ette
zone (Doake et Wol, 1985; Lliboutry et Duval, 1985). La rotation des grains
par glissement intraristallin entra^ne la formation de fabriques qui tendent a se
onentrer vers un seul maximum.
- Une troisieme zone, prohe du lit roheux, ou la glae peut subir de fortes variations
de ontraintes lorsque le lit est irregulier et ou la temperature est generalement
elevee (T >  10
o
C). Ces onditions partiulieres induisent une reristallisation
disontinue (ou migration-reristallisation), au ours de laquelle de nouveaux grains
mieux orientes pour se deformer sont rees, qui donne naissane a des fabriques a
plusieurs maximums. Les fabriques observees a es profondeurs peuvent presenter
de tres brusques hangements de forme, omme par exemple les fabriques de GRIP
(Groenland) en dessous de 2800m (Thorsteinsson et al., 1997). L'observation de es
fabriques a plusieursmaximums n'est ependant pas systematique a es profondeurs
(Alley, 1992). Dans ette zone profonde, on suppose que la valeur de l'exposant est
omparable a elle deduite des essais en laboratoire, soit n = 3, mais une valeur
inferieure a 3 n'est pas impossible.
1.4 Modelisation des phenomenes observes
Dans ette partie, nous disutons les dierents modeles de la litterature, des modeles de
omportement du grain aux modeles d'eoulement des alottes polaires. Les speiites
des dierents modeles de omportement et d'evolution de la fabrique de la glae poly-
ristalline sont detaillees.
1.4.1 Modeles de omportement du grain
Essentiellement, trois modeles de grain sont proposes dans la litterature :
(1) Deformation par glissement basal
La majorite des auteurs (Lliboutry, 1993; Van der Veen et Whillans, 1994; Azuma et
Goto-Azuma, 1996; Svendsen et Hutter, 1996; Godert et Hutter, 1998) postulent que le
grain se deforme uniquement par glissement basal. Seule la ission resolue dans le plan
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de base 
b
entra^ne une vitesse de deformation _
b
du ristal par isaillement parallelement
au plan de base, soit d'apres Lliboutry (1993) :
(1.5) _
b
=  
b

b
+B
b

3
b
,
ou  
b
et B
b
sont les uidites en isaillement parallelement au plan de base pour les as
lineaire et non-lineaire (n = 3), respetivement.
(2) Modele a systemes de glissement
Castelnau et al. (1996b) proposent un modele de omportement du grain pouvant se
deformer par glissement dans les plans basal, pyramidal et prismatique. Pour haque
systeme de glissement, la vitesse de isaillement est ontro^lee par la durete du systeme,
le plan de base etant elui ou le glissement est le plus faile.
(3) Comportement orthotrope de revolution
Meyssonnier et Philip (1996) adoptent une loi de materiau inompressible lineaire or-
thotrope de revolution pour derire le omportement du grain. L'anisotropie du grain
est ontro^lee par deux parametres qui permettent de passer d'un grain se deformant
uniquement par glissement basal (equivalent au modele (1)) a un grain isotrope.
Ce modele est presente au hapitre suivant, ainsi que son extension au as non-
lineaire. De plus, nous omparons les modeles (2) et (3) dans le as lineaire et montrons
qu'ils sont equivalents (f. 2.3).
1.4.2 Modeles de desription de la fabrique : grains disrets ou ODF
1.4.2.1 Grains disrets
Pour derire la fabrique d'un polyristal de glae, l'approhe lassique onsiste a se donner
un nombre ni de grains (voir par exemple Molinari et al., 1987; Chastel et al., 1993;
Van der Veen et Whillans, 1994; Azuma, 1994; Castelnau et al., 1996b). Cette methode
permet de denir tres preisement l'orientation de haque grain (axe  et axe a pour
la glae par exemple) en utilisant les trois angles d'Euler, mais aussi eventuellement
sa taille ou des variables internes diverses (Par exemple une densite de disloation).
C'est la methode la plus naturelle pour derire la fabrique d'un ehantillon reel dont on
veut reproduire le omportement ave un modele. Son inonvenient majeur est le grand
nombre de donnees a stoker puisque un minimum de 200 grains semble neessaire pour
derire onvenablement le polyristal, notamment lorsqu'il est isotrope (Elvin, 1996). Par
onsequent, son utilisation dans un modele d'eoulement de alotte polaire ontenant
environ 10
5
nuds (Greve et Hutter, 1995; Fabre et al., 1997) semble onduire a un
volume de donnees trop important.
1.4.2.2 Fontion de distribution des orientations (ODF)
Une approhe plus mathematique, onsiste a derire la fabrique d'un point de vue sta-
tistique par une fontion de distribution des orientations ristallines. Cette fontion,
positive, ontinue et inniment derivable (Moussy et Franiosi, 1990, page 151), donne
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la fration volumique dV (g) des ristaux possedant l'orientation g a dg pres dans le
volume V
0
de l'ehantillon, soit :
(1.6)
dV (g)
V
0
= K:f(g)dg,
ou la ondition de normalisation
(1.7)
1
V
0
Z
V
dV (g) = K
Z
g
f(g)dg = 1,
et la ondition f(g) = 1 pour un ehantillon isotrope sans texture (i.e. pour une
repartition aleatoire de tous les ristaux), entra^nent K = 1=8
2
.
Lorsque le ristal peut e^tre repere uniquement par une seule orientation, omme 'est
le as pour la glae ave les modeles 1 et 3 presentes au paragraphe 1.4.1, f est une
fontion de seulement deux angles (en oordonnees spheriques par exemple). La fontion
de distribution des orientations f(; ') (Orientation Distribution Funtion ou ODF, voir
Van der Giessen et Van Houtte, 1992; Meyssonnier et Philip, 1996) donne alors la fration
volumique des ristaux dont l'orientation est (; ').
Par denition, l'ODF verie l'equation de onservation du nombre total de grains,
qui s'erit :
(1.8)
1
2
Z
2
0
Z
=2
0
f(; ') sin  d d' = 1.
L'avantage de l'ODF est de pouvoir e^tre determinee sous forme d'une fontion onti-
nue. Il est aussi possible de mener des aluls analytiques et ainsi d'obtenir des solutions
analytiques de l'ODF pour dierentes onditions de hargement (Van der Giessen et Van
Houtte, 1992; Svendsen et Hutter, 1996).
1.4.2.3 Moyenne sur les ristaux
Une quantite marosopique

A (omposante des tenseurs des vitesses de deformation,
des ontraintes, . . . ) est denie omme etant la moyenne de ette quantite A sur tous
les grains du polyristal. En fontion de la methode hoisie pour representer la fabrique,
nous erirons :
(1.9)

A =< A
g
>=
1
N
g
N
g
X
g=1
A
g
,
si la fabrique est derite par N
g
grains disrets,
(1.10)

A =< A(; ') >=
1
2
Z
2
0
Z
=2
0
A(; ')f(; ') sin  d d',
lorsque la fabrique est derite a l'aide de l'ODF f(; ').
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1.4.3 Modeles de omportement du polyristal anisotrope
Nous presentons dans e paragraphe trois types d'approhes pour derire le omporte-
ment meanique d'un polyristal de glae.
1.4.3.1 Modeles phenomenologiques
Une premiere approhe onsiste a adopter une forme de loi marosopique (Boehler, 1978)
et a determiner la valeur des oeÆients pour un ehantillon de glae anisotrope testee
en laboratoire (Le Ga, 1980; Anderman, 1982; Pimienta et al., 1987). Cette approhe
ne permet pas, a priori, de predire le omportement d'un ehantillon a partir de la seule
observation de sa fabrique. Neanmoins, es resultats sont tres utiles pour valider les
modeles d'homogeneisation.
Morland et Staroszzyk (1998) proposent un modele phenomenologique pour le om-
portement et l'evolution de la texture onstruit a partir des theoremes de representation
des fontions tensorielles objetives (Boehler, 1978). L'anisotropie est restreinte au as
partiulier de l'orthotropie en supposant qu'elle est onservee au ours de la deformation
du materiau. La ontrainte deviatoire est exprimee omme fontion de la vitesse de
deformation atuelle, de la deformation et de trois tenseurs de struture. Dans son expres-
sion la plus simple, le modele depend d'une seule fontion de la deformation pour derire
l'evolution de l'anisotropie. Cette fontion est alee sur des resultats d'essais meaniques
(Staroszzyk et Morland, 2000) ou a l'aide des modeles plus physiques presentes i-
dessous (Staroszzyk et Gagliardini, 1999). L'intere^t majeur de e modele reside dans sa
formulation uniquement marosopique, qui permet d'envisager son inorporation dans
un modele d'eoulement de alotte polaire sans trop de diÆulte.
1.4.3.2 Disretisation spatiale du polyristal
Le polyristal est disretise en un nombre ni de ristaux, qui eux me^mes peuvent e^tre
divises en un nombre ni d'elements. La methode des elements nis est generalement
la methode employee pour resoudre les equations de l'equilibre du polyristal (Harren
et al., 1988; Teodosiu et al., 1993). Cette methode est tres preise dans la desription
des hamps de ontraintes et de deformations a l'interieur du polyristal. Elle permet
notamment de tenir ompte de l'arrangement des grains observe sur une lame mine.
Par ontre, les appliations sont generalement 2D et neessitent un investissement en
temps de alul et en donnees tres important. Les resultats obtenus ave la methode des
elements nis sont tres utiles pour aler d'autres modeles (Molinari et Toth, 1994).
1.4.3.3 Methodes miro-maro d'homogeneisation
Dans les methodes miro-maro, le omportement du polyristal, pour une fabrique
observee donnee, est obtenu par des methodes d'homogeneisation a partir de elui du
grain.
L'homogeneisation onsiste a deduire le omportement d'un assemblage d'elements
qui interagissent entre eux, a partir de la onnaissane du omportement de l'element
isole et des lois d'interation. Dans le as de la glae polyristalline, le omportement
meanique d'un assemblage de grains est determine a partir de elui du grain isole.
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Les equations a verier sont l'equation de l'equilibre dans haque grain et l'equation de
ompatibilite des deformations
4
entre les grains.
Il n'est pas possible de verier exatement es deux equations pour l'ensemble des
grains. De ette onstatation deoule les hypotheses des dierents modeles :
Modele type "Taylor" Le modele de Taylor suppose que les deformations sont ho-
mogenes dans tous les grains et egales a la deformation marosopique du polyristal.
Cette hypothese implique que la ontinuite des deformations est respetee.
Modele a ontraintes homogenes ou modele statique Le modele statique repose
sur l'hypothese de ontraintes uniformes dans le polyristal. L'equation de l'equilibre
quasi-statique est don impliitement veriee. Notons que e modele est dierent du
modele de Sahs (1928) qui lui ne verie ni l'equation de l'equilibre ni l'equation de la
ontinuite (voir par exemple Koks et al., 1998, page 468).
Modele de type Auto-oherent Les modeles de type auto-oherent verient \au
mieux" les deux equations et donnent un omportement de polyristal ompris entre les
omportements du modele de Taylor et du modele a ontraintes homogenes.
Nous presentons ii les partiularites des dierents modeles d'homogeneisation de la
litterature utilises pour derire le omportement de la glae polyristalline anisotrope.
Notons que la plupart des auteurs proposent aussi un modele d'evolution de la fabrique
(f. x1.4.4).
Le modele de Taylor semble mal adapte pour derire le omportement de la glae. Il
neessite un minimum de inq systemes de glissement independants et don un modele
de omportement du grain qui ne tienne pas ompte uniquement du glissement basal
(deux systemes independants) (Castelnau et al., 1996b).
Lliboutry (1993) presente une methode d'homogeneisation basee sur l'hypothese des
ontraintes homogenes, dans le as ou la fabrique presente une symetrie de revolution. Le
omportement marosopique est seulement fontion de la uidite dans le plan de base
du ristal et d'un parametre de desription de la fabrique 
1=2
(f. x3.5.3). L'intere^t de
ette homogeneisation est de determiner la forme de la loi marosopique. Ainsi, lorsque
le omportement est lineaire (n = 1), la loi marosopique depend de trois parametres
independants, et de inq
5
lorsque le omportement est non-lineaire (n = 3). Dans le
Chapitre 4, nous etendons e modele au materiau orthotrope.
Le modele lineaire de Svendsen et Hutter (1996) est lui aussi base sur l'hypothese
des ontraintes homogenes, et le omportement du polyristal de glae est derit a l'aide
d'un tenseur de struture, deduit de l'homogeneisation de tous les tenseurs de stru-
ture des dierents grains. Le grain est suppose orthotrope de revolution et il depend de
trois oeÆients rheologiques, ainsi que le omportement du polyristal deduit de l'ho-
mogeneisation. Godert et Hutter (1998) etendent le modele au as non-lineaire mais en
adoptant le modele simplie de grain se deformant uniquement par glissement basal.
4
Deux grains ne doivent pas se hevauher ou se deoller.
5
La loi est exprimee en fontion de sept parametres, mais il existe deux relations entre es sept
parametres, e qui reduit le nombre de parametres independants a inq.
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Le modele d'Azuma (Azuma, 1994, 1995) tient ompte du voisinage de haque grain
dans le as d'un etat de ontrainte marosopique uniaxial. La ontrainte prinipale 
i
dans un grain est le produit de la ontrainte prinipale marosopique 
i
par le rapport
du fateur de Shmid du grain a la moyenne des fateurs de Shmid des grains voisins
6
.
Cei suppose que les reperes des ontraintes prinipales du grain et du polyristal sont
onfondus. Pour une orientation de grain donnee, la ontrainte dans e grain est d'autant
plus grande que les grains autour sont bien orientes pour se deformer. Ce modele est
etendu a un etat de ontrainte marosopique quelonque, en remplaant le fateur de
Shmid par le tenseur de Shmid (Azuma et Goto-Azuma, 1996).
Les modeles de Castelnau et Duval (1994) et Van der Veen et Whillans (1994), bases
sur l'hypothese de ontraintes homogenes et pour un omportement non-lineaire du grain,
utilisent un nombre ni de grains pour denir la fabrique. Cei permet de derire tout
type d'anisotropie, et don d'appliquer une solliitation quelonque.
Castelnau (1996), et Meyssonnier et Philip (1996) utilisent l'approhe auto-oherente,
e qui neessite l'adoption d'un modele de omportement du grain qui tient ompte de
plus de deux systemes de glissement. Castelnau (1996) a applique a la glae polyristal-
line la version "1 site" anisotrope (Lebensohn et Tome, 1993) du modele auto-oherent
visoplastique developpe par Molinari et al. (1987). Castelnau (1996) modelise le ompor-
tement du grain en introduisant du glissement dans les plans prismatique et pyramidal.
L'analyse d'essais meaniques montre que pour reproduire le omportement observe,
il faut une ontrainte de referene dans es plans au moins 70 fois plus importantes
que dans le plan basal. Les modeles statique et de Taylor sont ompares au modele
auto-oherent pour dierentes solliitations (Castelnau et al., 1996b). La dierene de
omportement entre les modeles statique et auto-oherent est moins importante que elle
entre le modele de Taylor et le modele auto-oherent. Notons que la fabrique est derite
par un nombre ni de grains, et que l'orientation d'un grain, repere par son axe  et
un axe a, neessite trois angles. Meyssonnier et Philip (1996) utilisent un modele de
omportement lineaire orthotrope de revolution pour derire le grain. Le polyristal est
suppose, lui aussi, orthotrope de revolution et la fabrique est derite par une ODF, e
qui permet un developpement analytique des equations.
1.4.4 Modeles d'evolution de la fabrique
La plupart des auteurs qui proposent un modele de omportement miro-maro presentent
aussi un modele d'evolution de la fabrique. En general, l'hypothese prinipale du modele
de omportement (ontraintes homogenes, deformations homogenes ou auto-oherene)
reste valable pour derire l'evolution de la fabrique.
En faisant l'hypothese de ontraintes homogenes dans le polyristal, Van der Veen et
Whillans (1994) et Castelnau et Duval (1994) derivent le developpement de fabriques
pour des hargements imposes de ompression, tration, isaillement pur et isaillement
simple. Le modele de Van der Veen et Whillans (1994) introduit un ritere de reris-
tallisation simple : si la dierene entre les deformations umulees d'un grain et du
polyristal depasse une ertaine valeur alors le grain est remplae par un nouveau grain
dont l'orientation est telle que la ission dans son plan de base est maximum. Castelnau
6
Le fateur de Shmid est deni en fontion de l'angle  entre la diretion de ompression et l'axe ,
par S
g
= os sin.
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(1996) souligne l'inoherene du modele a ontraintes homogenes pour derire l'evolution
de la fabrique, puisque il est neessaire de faire une hypothese sur la relation entre les
vitesses de rotation des grains et la vitesse de rotation du polyristal par rapport au
repere de referene. Dans la plupart des modeles a ontraintes homogenes, l'hypothese
onsiste a postuler l'egalite de es deux vitesses de rotation, alors que le hamp des vi-
tesses n'est pas ontinu. Cependant, omme le montre Castelnau (1996), les resultats
obtenus ave e modele restent tres realistes et assez prohes de eux obtenus ave le
modele auto-oherent.
Contrairement au modele a ontraintes homogenes, pour le modele auto-oherent les
vitesses de rotation d'un grain sont fontion de son interation ave le Milieu Homogene
Equivalent, et il n'est don pas neessaire de faire une hypothese supplementaire. Cas-
telnau (1996) ompare l'evolution des fabriques donnees par les modeles a ontraintes
homogenes, de Taylor et auto-oherent pour dierents as de hargement. Si le modele
de Taylor donne des fabriques qui sont radialement dierentes de elles obtenues ave le
modele auto-oherent, il est diÆile par une simple observation des fabriques, de pouvoir
dierenier les modeles auto-oherent et a ontraintes homogenes.
Van der Giessen et Van Houtte (1992), puis Svendsen et Hutter (1996) developpent
des aluls analytiques pour l'ODF en faisant l'hypothese de vitesses de deformation
onstantes et homogenes dans le polyristal et pour un monoristal de glae bidimen-
sionnel. Nous presentons dans le Chapitre 3, des developpements analytiques analogues
a eux presentes par es auteurs, mais pour un omportement de grain tridimensionnel.
Meyssonnier et Philip (1996) proposent une ODF parametree deduite des resultats de
Van der Giessen et Van Houtte (1992). Cette fontion depend de trois parametres et elle
derit de faon satisfaisante les fabriques axisymetriques de ompression et de tration.
1.4.5 Modeles de alottes polaires
L'objet de e paragraphe n'est pas de presenter tous les modeles de alottes polaires
existants, mais de donner les prinipales hypotheses qui sont faites dans la plupart de es
modeles. Un inventaire detaille des modeles de alottes polaires est propose par Fabre
(1997).
Les alottes polaires s'eoulent sous l'eet de la gravite du entre vers les bords.
L'eoulement est alimente par un apport en nouveau materiau sous forme de neige, qui
se densie dans la premiere entaine de metres sous la surfae pour donner de la glae.
Lorsque la temperature au ontat du lit roheux est prohe du point de fusion, a ause
de l'apport de haleur du^e au ux geothermique, il y a glissement de la glae sur le lit
roheux.
L'eoulement de la glae verie l'equation de la onservation de la masse, les equations
de l'equilibre quasi-statique et l'equation de la haleur, ave omme onditions aux limites
des onditions appliquees sur la surfae libre (aumulation, ablation, temperature, . . . ),
au ontat du lit roheux (geometrie, ux geothermique, glissement ou non-glissement,
reponse isostatique,. . . ) et sur les bords (temperature, ve^lage d'iebergs, niveau des
mers, . . . ). Pour valider es modeles, tres peu de donnees
7
sont disponibles au regard des
etendues explorables.
7
Mesures de surfae et dans les forages par des missions sur le terrain, et mesures satellitaires.
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Fabre (1997) distingue les modeles a geometrie imposee et les modeles d'evolution.
Les modeles de la premiere ategorie determinent l'etat stationnaire d'une alotte pour
une geometrie du lit roheux, des onditions d'aumulation et de temperature donnees.
Cette resolution peut passer par la reherhe de la surfae libre qui verie les onditions
de stationnarite de l'eoulement. Cette ategorie de modeles est essentiellement utilisee
pour l'interpretation des forages et notamment pour fournir une datation des arottes
de glae. Les modeles de la seonde ategorie alulent l'evolution de la geometrie de
la alotte polaire lorsque les onditions limatiques imposees hangent ("forage lima-
tique"). Ils permettent, notamment, d'etudier globalement les alottes atuelles mais
aussi de reonstruire les alottes passees, ou enore de prevoir l'extension des alottes
dans le futur suivant dierents senarios limatiques (Hutter, 1983; Ritz, 1992).
La plupart des modeles de alottes polaires reposent sur l'approximation de la ouhe
mine (Fowler et Larson, 1980; Hutter, 1981; Morland, 1984; Hutter et al., 1986) qui
deoule du faible rapport d'aspet de la alotte  = d=L, ou d et L sont respetivement
les hauteur et longueur arateristiques de la alotte. La valeur du rapport d'aspet
etant de l'ordre de 10
 3
, un developpement en serie de  permet d'aboutir a la resolution
d'un systeme d'equations simpliees pour haque ordre du developpement.
Comme nous l'avons vu preedemment, le materiau qui ompose les alottes polaires
n'est pas homogene et son omportement depend d'un tres grand nombre de parametres.
Tous les modeles existant dans la litterature sont don ba^tis sur des hypotheses qui
tendent a diminuer e nombre de parametres et ei en fontion des objetifs vises.
L'anisotropie de la glae est un de es parametres qui, pour l'instant, n'a pu e^tre
inorpore de faon satisfaisante. Pour tenir ompte de l'anisotropie, la methode la plus
repandue onsiste a multiplier la visosite (isotrope) par un oeÆient ("enhanement
fator") de faon a reproduire le isaillement plus aisee des glaes profondes a fabrique
vertiale. Reemment, Mangeney (1996); Mangeney et al. (1996, 1997) ont inorpore
dans un modele d'eoulement une loi orthotrope de revolution pour la glae polyris-
talline, en onsiderant la fabrique omme une donnee xe. Les resultats obtenus ave
e modele montrent lairement que l'eet de l'anisotropie sur l'eoulement n'est pas
negligeable et que l'utilisation d'un enhanement fator n'est pas satisfaisant. Comme
la temperature, l'anisotropie, et don la fabrique de la glae en un point, devraient e^tre
des inonnues a determiner dans la resolution globale de l'eoulement. Contrairement a
la temperature, tenir ompte de la fabrique neessite un nombre de parametres impor-
tant et la resolution d'equations qui restent a determiner. De plus, me^me si un debut de
preuve a ete donne par Mangeney (1996), il reste a montrer que la fabrique fait reellement
partie des parametres pertinents a prendre en ompte pour la modelisation des alottes
polaires.
1.4.6 Modeles multi-ehelles
Depuis quelques annees, des appliations ont ete onduites en inorporant un modele
miro-maro de omportement (et d'evolution de la texture) dans un ode a grande
ehelle (Mathur et al., 1990; Koks et al., 1991; Chastel et al., 1993). Classiquement la
loi de omportement du polyristal est implementee dans un ode aux elements nis et
la fabrique du polyristal est derite par un nombre ni de grains disrets. Lorsque la
formulation est Eulerienne et l'eoulement stationnaire, les trajetoires sont onfondues
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ave les lignes de ourant. L'evolution de la fabrique est don determinee le long de
es lignes de ourant en demarrant des frontieres ou la fabrique est onnue (Dawson et
Beaudoin, 1998).
1.5 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons presente un aperu des dierents domaines auxquels nous
allons faire referene dans les hapitres suivants : du ristal de glae aux alottes polaires.
Nous avons vu que les essais meaniques realises sur des glaes polaires presentant
une forte texture mettent en evidene l'anisotropie du omportement meanique. Les
dierents meanismes de la deformation du polyristal de glae ont ete presentes ainsi
que leur loalisation dans les alottes polaires.
Nous avons note que dans les deux tiers superieurs l'exposant n de la loi puissane
est inferieur a 3 et que la rotation et la polygonisation des ristaux sont les meanismes
prinipaux de l'evolution de la fabrique.
Notre objetif nal etant d'inorporer une loi de omportement de la glae poly-
ristalline dans un modele de alotte polaire, l'etude des dierents modeles de glae
polyristalline amenent es deux remarques :
- la desription par un nombre ni de grains ne semble pas adaptee a notre probleme et
l'utilisation d'une ODF doit permettre de modeliser la fabrique par une fontion ontinue
dependant de peu de parametres.
- le traitement numerique du modele auto-oherent semble onduire a des temps de alul
trop importants pour e^tre raisonnablement integre, a e jour, dans un modele de alotte
polaire. Par ailleurs, le modele a ontraintes homogenes applique a la glae donne des
resultats qui restent assez prohes de eux obtenus ave le modele auto-oherent, en
presentant l'avantage d'un formalisme beauoup plus simple.
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Chapitre 2
Modele de omportement du
ristal de glae.
2.1 Introdution
Dans e hapitre, nous formulons la loi de omportement visoplastique du ristal de
glae pour les as lineaire et non-lineaire. Nous utilisons une formulation objetive basee
sur les theoremes de representation des fontions tensorielles (Boehler, 1975).
Certains resultats intermediaires sont donnes dans l'Annexe A. Le systeme de
notation adopte est deni en te^te du memoire (page xv).
2.2 Modele visoplastique adopte
Comme Meyssonnier et Philip (1996) puis Gagliardini et Meyssonnier (1999), nous fai-
sons l'hypothese que le monoristal de glae isole se omporte omme un materiau in-
ompressible orthotrope de revolution autour de l'axe , onfondu ave
g
e
3
dans le repere
du grain f
g
Rg. Les veteurs
g
e
1
et
g
e
2
denissent le plan isotrope du ristal. Ainsi, la
position d'un grain dans le repere de referene fRg est donnee en fontion de seulement
deux angles  et ', denis sur la Figure 2.1. La matrie de rotation R permettant de
passer du repere du grain f
g
Rg au repere de referene fRg est donnee par :
(2.1) R =
2
4
os  os'   sin' sin  os'
os  sin' os' sin  sin'
  sin  0 os 
3
5
.
2.2.1 Comportement lineaire
Dans un premier temps, nous supposons que la vitesse de deformation D est fontion
lineaire du deviateur des ontraintes S. A partir de la formulation la plus generale de
la loi de omportement du materiau lineaire orthotrope de revolution (A.1), donnee en
Annexe A, l'appliation de la ondition d'inompressibilite onduit a la formulation
suivante pour derire le omportement du ristal de glae :
(2.2) D = Æ
1
S + Æ
2
M
D
3
+ Æ
3
(SM
3
+M
3
S)
D
,
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Fig. 2.1 : Le repere du grain f
g
Rg est positionne par rapport au repere de referene fRg
par sa o-latitude  et sa longitude '.
ouM
3
= 
 =
g
e
3


g
e
3
est le tenseur de struture derivant la symetrie de revolution
du ristal autour de
g
e
3
et ()
D
designe la partie deviatoire d'un tenseur. Dans le as
lineaire, les oeÆients Æ
1
et Æ
3
sont des onstantes et Æ
2
est uniquement fontion de
tr (M
3
S) (Boehler, 1978).
Pluto^t que d'utiliser les parametres Æ
1
, Æ
2
et Æ
3
, nous allons introduire trois autres
parametres,  ,  et  qui denissent de faon plus qualititative le omportement du
grain :
 est la uidite en isaillement parallelement au plan de base du monoristal, denie
par :
(2.3)
g
D
23
=
 
2
g
S
23
et
g
D
31
=
 
2
g
S
31
,
 est le rapport entre la uidite en isaillement dans le plan de base et la uidite en
isaillement parallelement au plan de base, deni par :
(2.4)
g
D
12
= 
 
2
g
S
12
,
 est le rapport entre les uidites en ompression-tration dans une diretion ontenue
dans le plan de base et dans la diretion de l'axe .
D etant la valeur de la vitesse de deformation
g
D
33
obtenue pour une ompression-
tration uniaxiale
g

33
= , la vitesse de deformation
g
D
rr
, pour une ompression-
tration
g

rr
=  selon la diretion
g
e
r
ontenue dans le plan de base, est alors
denie par :
(2.5)
g
D
rr
= D.
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Les relations entre les parametres Æ
i
et  , ,  sont obtenues par identiation entre
les relations (2.2) et (2.3), (2.4) et (2.5) omme :
(2.6)













Æ
1
=
 
2

Æ
2
=  (
 + 2
4   1
  1) tr(M
3
S)
Æ
3
=
 
2
(1  )
.
En utilisant (2.6), la loi (2.2) qui derit le omportement visoplastique lineaire du
monoristal de glae est reerite sous la forme :
(2.7) D =
 
2
 
S + 2(
 + 2
4   1
  1) tr (M
3
S)M
D
3
+ (1  )(M
3
S + SM
3
)
D
!
.
Ave la notation de Voigt :
(2.8)
g
d =
2
6
6
6
6
6
6
4
g
D
11
g
D
22
g
D
33
2
g
D
23
2
g
D
31
2
g
D
12
3
7
7
7
7
7
7
5
et
g
s =
2
6
6
6
6
6
6
4
g
S
11
g
S
22
g
S
33
g
S
23
g
S
31
g
S
12
3
7
7
7
7
7
7
5
,
la forme matriielle assoiee a la loi (2.7), exprimee dans le repere du grain f
g
Rg, peut
se mettre sous la forme :
(2.9)
g
d =
 
2
2
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

2 + 1
4   1
 2
   1
4   1
 2
   1
4   1

2 + 1
4   1
3
4   1
2
2
2
3
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5
g
s.
Notons que ette loi de omportement ne s'erit pas de faon unique (sous forme ma-
triielle) puisque trS = 0 et que haque
g
S
ii
peut don s'exprimer en fontion des deux
autres. Nous avons fait le hoix d'une matrie symetrique qui rend ompte de l'ortho-
tropie de revolution du materiau.
La loi (2.7) onduit a une forme matriielle identique a elle proposee par Meyssonnier
et Philip (1996).
De me^me, nous pouvons denir le potentiel de dissipation 
S
assoie a la loi (2.7)
omme etant la forme quadratique engendree a partir des invariants tr(M
3
S), tr(M
3
S
2
)
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et tr(S
2
). Par denition :
(2.10) D =

S

=

S
S
 
1
3
tr (

S
S
)I =
 

S
S
!
D
.
En utilisant les relations :
(2.11)
 tr (M
3
S)
S
=M
3
,
 tr (M
3
S
2
)
S
=M
3
S + SM
3
,
 tr (S
2
)
S
= 2S,
le potentiel de dissipation du ristal de glae est obtenu par integration omme :
(2.12) 
S
=
 
2
 

2
tr (S
2
) + (
 + 2
4   1
  1) tr (M
3
S)
2
+ (1  ) tr (M
3
S
2
)
!
.
Lorsque le potentiel (2.12) est erit sous la forme irredutible (A.6) donnee en An-
nexe A, la veriation de la ondition 
S
> 0 entra^ne que  et  satisfassent les
inegalites :
(2.13)






  0
 >
1
4
.
Pour le ristal de glae, il est beauoup plus faile de deformer le grain par isaillement
parallelement au plan de base que dans le plan (Duval et al., 1983), e qui implique
que  doit e^tre inferieur a 1. Les essais experimentaux (Duval et al., 1983) tendent
a montrer qu'il est plus faile de deformer le ristal en ompression selon une diretion
omprise dans le plan de base que parallelement a l'axe . Cei orrespond a des valeurs
de  superieures a 1. Neanmoins, l'anisotropie de isaillement (araterisee par ) est
beauoup plus marquee que elle en tration-ompression (araterisee par ) et dans la
pratique,  sera prohe de 0 tandis que  sera prohe de 1.
Si  = 1 et  = 1 le omportement du grain est identique a elui d'un materiau
isotrope et nous retrouvons la forme lassique du potentiel pour un orps newtonien :

S
=  
2
=2, ave 2
2
= tr (S
2
).
Si  = 0 le grain ne se deforme que par glissement dans les plans de base. Le om-
portement du grain n'est alors fontion que de la uidite en isaillement  parallelement
au plan de base. La plupart des modeles utilisent ette forme simpliee pour derire le
omportement du monoristal de glae (Van der Giessen et Van Houtte, 1992; Lliboutry,
1993; Van der Veen et Whillans, 1994). Nous montrerons que la loi (2.7) onduit a un
omportement de polyristal plus realiste, me^me pour des valeurs tres faibles de .
2.2.2 Comportement non-lineaire
Lorsque le omportement du grain n'est plus suppose lineaire (n 6= 1), le nombre de
parametres rheologiques neessaires augmente. Par exemple, si n = 3, le potentiel viso-
plastique du materiau orthotrope de revolution inompressible depend de sept parametres
independants (Boehler, 1978). La determination de es sept oeÆients a partir d'essais
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experimentaux est diÆilement envisageable. Nous adopterons don la forme simpliee
suivante pour le potentiel 
S
, derivee du as lineaire (2.12) :
(2.14)

(n)
s
=
 
n
n+ 1
 

2
tr (S
2
) + (
 + 2
4   1
  1) tr (M
3
S)
2
+ (1  ) tr (M
3
S
2
)
!
(n+1)=2
.
La forme de potentiel adoptee (2.14) implique que, quelle que soit la valeur de l'exposant
n, les rapports d'anisotropie du ristal, araterises par  et , sont identiques. La forme
matriielle assoiee au potentiel (2.14) est denie a partir de l'expression (2.9) en posant :
(2.15)  =  
n
 

2
tr (S
2
) + (
 + 2
4   1
  1) tr (M
3
S)
2
+ (1  ) tr (M
3
S
2
)
!
(n 1)=2
,
ou  est alors une uidite apparente, fontion des ontraintes.
La loi de omportement du ristal de glae adoptee est don donnee dans le as
non-lineaire par :
D =
 
n
2
 

2
tr (S
2
) + (
 + 2
4   1
  1) tr (M
3
S)
2
+ (1  ) tr (M
3
S
2
)
!
(n 1)=2

 
S + 2(
 + 2
4   1
  1) tr (M
3
S)M
D
3
+ (1   )(M
3
S + SM
3
)
D
!
,
(2.16)
et peut se mettre sous la forme ondensee :
(2.17) D = 
1
n
S + 
2
n
M
D
3
+ 
3
n
(SM
3
+M
3
S)
D
,
ou les 
i
n
sont uniquement fontion des parametres rheologiques du grain  
n
, ,  et
des trois invariants tr(M
3
S), tr(M
3
S
2
) et tr(S
2
).
2.3 Comparaison ave le modele a trois plans de glissement
Castelnau (1996) utilise un modele de grain tenant ompte du glissement dans les plans
basal, prismatique et pyramidal, denis sur la Figure 2.2. Nous demontrons ii que,
lorsque le grain est lineaire, e modele de omportement est rigoureusement identique a
elui que nous avons adopte.
D'apres Castelnau (1996), dans le as lineaire, la vitesse de isaillement _
s
sur le
systeme de glissement s est proportionnelle a la ontrainte de isaillement 
s
:
(2.18) _
s
=

s

s
0
,
ou 
s
0
est la ontrainte de referene mirosopique du systeme de glissement s. La
ontrainte de isaillement 
s
est donnee par :
(2.19) 
s
= r
s
: S,
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Fig. 2.2 : Denition des plans (a) basal, (b) prismatique et () pyramidal utilises par
Castelnau (1996).
ou le tenseur de Shmid r
s
est deni a partir des veteurs unitaires normal au plan de
glissement (n
s
) et parallele au veteur de Burgers (b
s
) omme :
(2.20) r
s
=
1
2
(n
s

 b
s
+ b
s

 n
s
).
La vitesse de deformation est denie omme etant la somme des deformations sur
tous les systemes de glissement du monoristal, soit :
(2.21) D =
s
X
i=1
r
i
r
i
: S

i
0
.
En onsiderant les douze systemes de glissement adoptes par Castelnau (1996) (trois
dans le plan basal, trois pour la famille des plans prismatiques et six pour la famille des
plans pyramidaux), la loi de omportement du monoristal (2.21) peut se mettre sous
une forme matriielle similaire a (2.9) :
(2.22)
g
d = 3
2
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4
1
8
b
+
7
1
4

 
1
8
b
+
5
1
4

 
1
8
b
+
5
1
4

1
8
b
+
7
1
4

3
1


1
2
a
+

2


1
2
a
+

2


1
2
b
+

1


3
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5
g
s,
ou 
a
, 
b
et 

sont les ontraintes de referene des familles basale, prismatique et pyra-
midale, respetivement. Les onstantes 
1
et 
2
sont denies en fontion des dimensions
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a
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 = 3:5
 = 1
 = 3:5
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 = 0:6875
Fig. 2.3 : Evolution des rapports 
b
=
a
(ourbe) et 

=
a
(ourbe et +) en fontion de
 et pour dierentes valeurs de  :  = 0:6875 (trait plein),  = 1 (tirets) et  = 3:5
(pointilles). Lorsque  = 0:6875 les ourbes sont onfondues ar 
b
= 

.
arateristiques du reseau ristallographique de la glae par :
(2.23)










1
=

a
a
2
+ 
2

2

2
= 
1

a

 

a

2
,
ave =a = 1:629 pour le ristal de glae.
Par identiation des oeÆients des formes matriielles (2.22) et (2.9), nous obtenons
les relations :
(2.24)













1

a
=
 
3

2 

2

1

4   1

1

b
= 
 
3
8   3
4   1
1


=
 
6
1

4   1
.
Sur la Figure 2.3 est traee l'evolution de 
b
=
a
et 

=
a
en fontion de  pour
 = 0:6875,  = 1 et  = 3:5. Lorsque  = 0:6875, les ontraintes de referene 
b
et 

sont egales, et la valeur du rapport 
b
=
a
= 70 adoptee par Castelnau (1996) est
obtenue pour  = 0:02. L'inuene de  est essentiellement visible sur la durete de la
famille pyramidale (

) : plus  augmente, plus la durete de e systeme de glissement
est importante. La raison est que seul le glissement dans le plan pyramidal entra^ne des
deformations parallelement a l'axe  et que, dans notre modele, es deformations sont
proportionnelles a .
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2.4 Conlusion
Nous avons formule la loi de omportement du ristal de glae sous une forme inva-
riante par hangement de referentiel. Nous avons fait l'hypothese que les omportements
lineaire et non-lineaire dependent des deux me^mes parametres d'anisotropie  et  et de
la uidite dans le plan de base  
n
.
En faisant varier  et  nous pouvons derire une gamme d'anisotropie allant d'un
grain se deformant uniquement par glissement basal ( = 0) a un grain isotrope ( = 1
et  = 1). Nous montrerons dans les hapitres suivants l'inuene de de es parametres
d'anisotropie sur la reponse du polyristal.
Enn, nous avons montre que, dans le as lineaire, notre modele de omportement
de grain est identique au modele plus physique de Castelnau (1996) mettant en jeu le
glissement sur les plans ristallographiques.
Chapitre 3
Evolution de la fabrique du
polyristal de glae
3.1 Introdution
Du fait de l'anisotropie visoplastique du ristal de glae, la deformation du grain s'a-
ompagne d'une rotation des plans de base par rapport au repere de referene. Ces
rotations reent des fabriques qui sont arateristiques du hargement applique au poly-
ristal.
Nous donnons dans e hapitre les equations qui permettent de derire la rotation de
l'axe  d'un ristal pendant un inrement de temps dt et pour des onditions de har-
gement donnees. A partir de es equations, nous montrons qu'il est possible de prevoir
la forme des fabriques obtenues pour dierents as de hargement simples. Ensuite,
nous presentons des expressions analytiques de l'ODF obtenues pour dierents as de
hargement, lorsque le omportement du grain est lineaire.
3.2 Equations desriptives de l'evolution de la fabrique
3.2.1 Hypotheses
Nous donnons ii les prinipales hypotheses sur lesquelles est fonde le modele d'evolution
de la fabrique.
h0. Contraintes homogenes
Le modele a ontraintes homogenes, ou modele statique, suppose que les ontraintes dans
haque grain qui ompose le polyristal sont egales aux ontraintes marosopiques, soit
 =

.
L'hypothese de ontraintes homogenes implique que l'inuene des grains voisins
n'est pas prise en ompte dans le alul de l'evolution de l'orientation : haque grain est
onsidere omme etant isole des autres grains.
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Fig. 3.1 : Deomposition de la transformation du ristal de glae (2D) en etapes
representant (b) l'eet de
g
D
11
dt > 0 et
g
D
33
dt =  
g
D
11
dt < 0, () puis l'eet de
g
D
13
dt > 0 et (d) enn la rotation
g
W
13
dt =
g
D
13
dt > 0. En (a) le ristal n'est pas
deforme.
h1. Deformation du grain
Le omportement du grain, suppose orthotrope de revolution, est donne par son potentiel
visoplastique (2.12). Nous faisons l'hypothese que les plans de base restent paralleles
entre eux au ours de la deformation. Cei implique que la omposante des vitesses
selon
g
e
3
est seulement fontion de
g
x
3
et que, par onsequent, le tenseur du gradient
des vitesses exprimee dans le repere du grain f
g
Rg, deni par
g
L
ij
=
g
u
i;j
, a la forme
suivante :
g
L =
2
4
g
u
1;1
g
u
1;2
g
u
1;3
g
u
2;1
g
u
2;2
g
u
2;3
0 0
g
u
3;3
3
5
.
La deomposition de
g
L en sa partie symetrique
g
D et sa partie antisymetrique
g
W
onduit aux egalites suivantes :
(3.1)




g
D
13
=
g
W
13
g
D
23
=
g
W
23
.
Le grain se deforme omme un paquet de artes dont les artes auraient la possibilite
de se dilater de faon uniforme. Cette hypothese permet de ontinuer a reperer un grain
par son seul axe . La Figure 3.1 represente en 2D la deomposition de la transformation
du grain dans le plan (
g
e
1
;
g
e
3
).
h2. Pas de reristallisation
Tous les grains qui omposent le polyristal oupent le me^me volume et le nombre total
de grains ne hange pas durant l'evolution de la fabrique. Cette hypothese implique que
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les phenomenes de reristallisation (grossissement des grains, nuleation de nouveaux
grains, . . . ) ne sont pas pris en ompte par notre modele.
h3. Rotation par rapport a fRg
Nous supposerons que pour haque grain les vitesses de rotation par rapport au repere
de referene fRg sont egales aux vitesses de rotation marosopiques par rapport a fRg,
soitW =

W . Cette hypothese est neessaire puisque le modele a ontraintes homogenes
n'introduit pas de formule d'interation entre les grains, notamment pour les rotations.
3.2.2 Rotation de l'axe  d'un grain
Un grain est repere par l'orientation de son axe . Les omposantes du veteur unitaire
dirige selon l'axe  du ristal, soit
g
 = (0; 0; 1) dans le repere lie au grain f
g
Rg, sont
donnees dans le repere referene fRg par :
(3.2)  = R
g

ou R est la matrie de rotation (2.1).
La nouvelle orientation du grain par rapport au repere f
g
Rg, sous l'eet du gradient
des vitesses
g
L pendant l'inrement de temps dt, s'exprime omme :
(3.3) d
g
 =
g
L
g
dt.
La dierentielle de (3.2) par rapport au temps donne le hangement d'orientation du
grain par rapport au referentiel de referene fRg pendant dt, soit :
(3.4) d = dR
g
+R d
g
 = (
_
R +R
g
L)
g
dt.
D'autre part, pendant un inrement de temps dt,  se transforme en + d sous l'ation
du gradient des vitesses L par rapport a fRg, tel que :
(3.5) d = Ldt = LR
g
dt.
L'egalite des relations (3.4) et (3.5) onduit au systeme d'equations suivant :
(3.6) (R
t
_
R+
g
L R
t
LR)
g
 = 0.
Sahant que L =D +W et que
g
D = R
t
DR, le systeme d'equation (3.6) se reduit a :
(3.7) (R
t
_
R+
g
W  R
t
W R)
g
 = 0.
Cette equation exprime la omposition des vitesses de rotation. En utilisant l'hypothese
h3 (W =

W ), la relation (3.7) donne la vitesse de rotation de l'axe  par rapport au
repere de referene fRg, determinee par
_
 et _' qui apparaissent dans
_
R. Ces vitesses
angulaires sont fontion de l'orientation du grain (; '), des vitesses de deformation dans
le plan de base du grain (en utilisant les relations (3.1)) et des vitesses de rotation
marosopiques :
(3.8)




_
 =  
g
D
13
+

W
13
os'+

W
23
sin'
_' sin  =  
g
D
23
 

W
12
sin    (

W
13
sin' 

W
23
os') os 
.
36 Chapitre 3. Evolution de la fabrique du polyristal de glae
Ave l'hypothese (h0) de ontraintes homogenes dans le polyristal, les vitesses de
deformation
g
D
13
et
g
D
23
sont determinees en fontion des ontraintes marosopiques
et de la loi de omportement du ristal (2.12).
Notons que les equations (3.7) restent valables pour les modeles de Taylor et auto-
oherent utilisant le me^me modele de omportement de grain, mais es modeles dierent
par la maniere dont sont determinees
g
D
13
et
g
D
23
, ainsi que les omposantes de W .
La vitesse de rotation marosopique

W est deduite de la inematique du probleme
a une ehelle superieure a elle du polyristal. Par exemple, si l'evolution de la fabrique
est alulee le long d'une ligne de ourant partant de la surfae d'une alotte polaire,

W
est determinee a partir du hamp des vitesses dans la alotte polaire (f. Chapitre 7).
Lorsque le omportement du grain est lineaire, l'utilisation de la loi de omportement
du grain (2.7) dans (3.8) permet, apres passage dans le repere de referene, d'exprimer
les vitesses de rotation du grain en fontion des ontraintes deviatoires et des vitesses de
rotation marosopiques :
_
 = 
 
4
sin 2[

S
11
(1 + os
2
') +

S
22
(1 + sin
2
') +

S
12
sin 2'℄
 
 
2
os 2[

S
13
os'+

S
23
sin'℄ +

W
13
os'+

W
23
sin',
_' sin  =
 
4
sin [(

S
11
 

S
22
) sin 2'  2

S
12
os 2'℄
+
 
2
os (

S
13
sin' 

S
23
os')
 

W
12
sin    (

W
13
sin' 

W
23
os') os .
(3.9)
3.2.3 Equation loale de la onservation du nombre de grains
Nous allons traduire de faon loale (i.e. a l'ehelle du mouvement de haque grain)
l'equation de la onservation du nombre total de grains (1.8). Nous onsiderons la fon-
tion de distribution des orientations f(; ';x; t), ou x = (x
1
; x
2
; x
3
) represente la position
d'un point de l'espae dans le repere de referene fRg, et t le temps. Nous distingons
l'espae des oordonnees spatiales derit par x, et l'espae des orientations ristallo-
graphiques derit par  et '. En haque point x est attahee une representation de la
fabrique dans l'espae des orientations ristallographiques. Tous les grains qui omposent
le polyristal situe au point x sont eux aussi exatement au point x et ils sont don sans
dimension dans l'espae des oordonnees spatiales.
La variation, pendant un inrement de temps dt, du nombre de grains ontenus dans
l'intervalle surfaique de la sphere unite de l'espae des orientations (; +d ; ';'+d'),
et dans le volume dV = dx
1
dx
2
dx
3
au point x, soit
f sin 
t
d d'dx
1
dx
2
dx
3
dt
est egale a la somme du ux des grains ayant l'orientation (; ') qui arrivent (ou partent)
en x, entra^nes par l'eoulement marosopique, et du ux des grains situes en x entrant
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(ou sortant) dans de l'intervalle des orientations (;  + d ; ';'+ d'), soit
 (
u
i
f sin 
x
i
+

_
f sin 

+
 _'f sin 
'
) d d'dx
1
dx
2
dx
3
dt,
ou les u
i
sont les omposantes du veteur vitesse marosopique au point x. La glae
etant inompressible (

D
ii
= 0), l'equation loale de la onservation du nombre de grains
s'erit :
(3.10)
f sin 
t
+
f sin 
x
i
u
i
+

_
f sin 

+
 _'f sin 
'
= 0.
3.3 Predition des fabriques
Pour des onditions de hargement xees, les vitesses de rotation d'un grain donnees
par (3.9) dependent seulement de son orientation. L'etude du signe et des variations
de
_
(; ') et _'(; ') permet de predire l'orientation nale des grains en fontion des
onditions aux limites appliquees. En eet, une position d'equilibre (
0
; '
0
) est stable,
et orrespondra don a un point d'aumulation des axes , si :
(3.11)




_
(
0
; '
0
) = 0
_'(
0
; '
0
) = 0
,
et, d'apres les aluls presentes en Annexe B, si
(3.12)
8
>
>
<
>
>
:

_







0
< 0
ou
 _'
'




0
< 0
, et 4

_







0
 _'
'





0
>
 

_

'





0
+
 _'






0
!
2
,
ou
(3.13)
 _'
'





0
= 0 , et

_

'





0
+
 _'






0
= 0 , et

_







0
< 0,
ou
(3.14)

_







0
= 0 , et

_

'





0
+
 _'






0
= 0 , et
 _'
'





0
< 0.
Nous presentons ii l'etude de la predition des fabriques pour trois as de harge-
ment : une ompression et une tration selon l'axe e
1
et un isaillement pur

S
13
> 0.
L'etude des fabriques de isaillement simple, qui neessite la onnaissane de la loi de
omportement du polyristal, sera traitee au Chapitre 5 et dans les Annexes D et E.
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3.3.1 Compression et tration
Pour une ompression-tration dans la diretion e
1
, denie par 
22
= 
33
et 
11
= 
22
+
(soit

S
11
= 2=3,

S
22
=

S
33
=  =3,

S
23
=

S
31
=

S
12
= 0 et

W = 0), les equations
(3.9) se reduisent a :
(3.15)








_
 =  
 
4
sin2 os
2
'
_' =
 
4
sin 2'
.
Les positions possibles de onentration des orientations veriant
_
 = 0 et _' = 0
sont :
(3.16) ' = =2 8, et

 = m=2 m = 0; 1
' = n=2 n = 0; 1; 2; 3
,
Pour une ompression ( < 0), les positions stables des orientations sont en ( = =2; ' = 0)
et ( = =2; ' = =2), soit en fait une seule diretion (e
1
). Pour une tration ( > 0), la
zone de stabilite orrespond au erle deni par ' = =2.
Nous retrouvons bien une fabrique onentree selon l'axe de la ompression et une
fabrique en forme de ouronne dans le plan perpendiulaire a l'axe de la tration. Sur
les Figures 3.2b et 3.2, la trajetoire de l'orientation d'un grain est representee par des
roix espaees suivant un intervalle de temps onstant. L'orientation initiale du grain est
marquee par un arre. Nous pouvons remarquer que l'axe  du grain tourne ave une
vitesse deroissante vers la zone d'equilibre stable marquee en gris.
3.3.2 Cisaillement pur
Dans le as d'un hargement en isaillement pur (seul

S
13
6= 0 et

W = 0), les equations
(3.9) se reduisent a :








_
 =  
 

S
13
2
os 2 os'
_' sin  =
 

S
13
2
os  sin'
.
Les quatre points ou
_
 et _' s'annulent sont ( = =2; ' = =2), ( = =4; ' = 0) et
( = =4; ' = ). Dans le as ou

S
13
> 0 le seul point d'equilibre stable est ( = =4; ' = ).
Sur la Figure 3.2d est representee la trajetoire de l'orientation d'un grain. Lorsque 
devient superieur a =2, l'orientation du grain est derite par  
g
e
3
, e qui explique la
reapparition de l'orientation du grain en ( = =2;    ').
3.4 Solutions analytiques pour l'ODF
Dans ette partie, nous nous interessons a l'evolution de la fabrique d'un element de
volume le long de sa trajetoire. Cei revient a etudier l'evolution de la fabrique d'un
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Fig. 3.2 : (a) Espae des orientations en projetion de Shmidt sur le plan (e
1
;e
2
) et
denition de  et '. Zones ou (Æ)
_
 = 0, (}) _' = 0 , ()
_
 = 0 et _' = 0 pour
(b) une ompression uniaxiale selon e
1
, () une tration uniaxiale selon e
1
et (d) un
isaillement pur (

S
13
> 0). Les ehes pointillees representent le sens de la rotation
selon ' et les ehes en traits mixtes elui selon . La trajetoire de l'orientation d'un
grain est representee par les roix pour les trois as de hargement : son orientation
initiale est marquee par un arre et l'intervalle de temps est onstant entre deux roix
suessives. Les zones grisees representent les lieux d'equilibre stable ou les orientations
des grains vont s'aumuler.
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polyristal isole
1
en fontion du temps. Dans es onditions, l'equation loale de la onser-
vation du nombre de grains (3.10) se reduit a :
(3.17)
f sin 
t
+

_
f sin 

+
 _'f sin 
'
= 0.
Van der Giessen et Van Houtte (1992), puis Svendsen et Hutter (1996) ont pro-
pose des solutions analytiques pour l'ODF lorsque le polyristal est ompose de ristaux
2D dont les axes  sont ontenus dans un me^me plan. En faisant l'hypothese de vi-
tesses de deformation homogenes et en supposant le omportement du grain lineaire,
Van der Giessen et Van Houtte (1992) obtiennent une formulation generale pour un etat
de deformation plan. Nous avons etendu es resultats au as du polyristal 3D, mais en
faisant l'hypothese de ontraintes homogenes. Toutefois, omme nous le montrons plus
loin dans e hapitre, l'extension de nos resultats au modele a vitesses de deformation
homogenes (Taylor) est immediate puisque les equations initiales sont les me^mes.
3.4.1 Hypotheses supplementaires
Nous donnons ii les hypotheses supplementaires qui permettent d'integrer analytique-
ment l'equation dierentielle (3.17).
h4. Le omportement du grain est lineaire et
_
 et _' sont don donnes par les equations
(3.9).
h5. Les vitesses de rotation marosopiques sont nulles, soit

W
13
=

W
23
=

W
12
= 0.
h6. La fabrique est isotrope a t = 0, soit f(; '; 0) = 1.
h7. Les diretions des ontraintes prinipales restent xes au ours de la deformation et
le tenseur des ontraintes deviatoires a la forme suivante :

S =
2
4

S
11

S
12
0

S
12

S
22
0
0 0

S
33
3
5
=

S
1
+

S
2
2
2
4
1 0 0
0 1 0
0 0  2
3
5
+

S
1
 

S
2
2
2
4
os 2 sin 2 0
sin2   os 2 0
0 0 0
3
5
.
(3.18)
ou

S
1
et

S
2
sont les ontraintes deviatoires prinipales et  l'angle entre le repere de
referene fRg et le repere des ontraintes prinipales restant onstant au ours du temps,
deni par :
(3.19)






sin 2 = 2

S
12

S

, os 2 =

S
11
 

S
22

S

ave

S
2

= (

S
11
 

S
22
)
2
+ 4

S
2
12
= (

S
1
 

S
2
)
2
.
Notons que e type de hargement ne repose ni sur l'hypothese de ontrainte plane,
ni sur l'hypothese de deformation plane, il suppose seulement que le hamp de vitesses
reste symetrique par rapport au plan (e
1
;e
2
).
1
Par exemple, un ehantillon de glae polyristalline sous presse au laboratoire.
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3.4.2 Expression de l'ODF dans le as d'un hargement plan
Les hypotheses h4, h5 et h7 entra^nent que les equations (3.9) se reduisent a :
(3.20)








_
 =  
 
8
sin 2[3(

S
11
+

S
22
) + (

S
11
 

S
22
) os 2'+ 2

S
12
sin 2'℄
_' =
 
4
[(

S
11
 

S
22
) sin 2'  2

S
12
os 2'℄
.
En utilisant (3.19), les equations (3.20) se mettent sous la forme :
(3.21)








_
 =  
 
8
sin 2[3(

S
11
+

S
22
) +

S

os 2('  )℄
_' =
 
4

S

sin 2('  )
.
Ayant suppose que les diretions prinipales de

S restent xes au ours du temps
(h7, i.e.  est onstant au ours du temps) et que la fabrique est isotrope a t = 0 (h6),
nous pouvons resoudre l'equation dierentielle (3.17) ave les expressions (3.21) pour
_

et _'.
Nous obtenons les expressions de  et ' en fontion du temps et des valeurs initiales

0
= (0) et '
0
= '(0), a t = 0, par integration du systeme d'equations (3.21).
La deuxieme equation de (3.21) s'integre failement en notant que :
(3.22)
1
2
d
dx
[ln(tan(x))℄ =
1
sin 2x
.
De me^me, apres avoir reporte la solution obtenue pour la deuxieme equation de (3.21)
dans la premiere, elle-i s'integre a l'aide de (3.22). Finalement la solution de (3.21) se
met sous la forme :
(3.23)








tan('  ) = tan('
0
  ) e
A

tan  = tan 
0

1 + tan
2
('
0
  ) e
2A

1 + tan
2
('
0
  )

1=2
e
 
3(A
1
+A
2
) +A

2
.
ou les parametres A
1
, A
2
et A

donnes par :
(3.24) A
1
=
1
2
Z
t
0
 

S
11
dt, A
2
=
1
2
Z
t
0
 

S
22
dt et A

=
1
2
Z
t
0
 

S

dt,
sont homogenes a des deformations et integrent l'histoire des ontraintes entre 0 et t.
L'equation dierentielle (3.17) peut se mettre sous la forme :
(3.25)
d f sin 
d t
=  f sin (

_


+
 _'
'
),
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ave, d'apres (3.21),
(3.26)










_


= 2
_
 ot 2 =
d
d t
[ln(sin 2)℄
 _'
'
= 2 _' ot 2('  ) =
d
d t
[ln(sin 2('   ))℄
.
L'integration de (3.25), en tenant ompte des relations (3.26) et de la ondition initiale
f(
0
; '
0
; 0) = 1 (h6), onduit a l'expression de l'ODF suivante :
f(; '; t) sin  =
sin 
0
sin 2
0
sin 2('
0
  )
sin 2 sin 2('  )
.
En remplaant 
0
et '
0
dans l'equation preedente par leurs expressions en fontion de
, ' et t tirees de (3.23), nous obtenons :
f(; '; t) =
e
3(A
1
+A
2
)
 
os
2
 + sin
2

 
os
2
('  ) + e
 2A

sin
2
('  )

e
3(A
1
+A
2
)+A


3=2
(3.27)
L'ODF (3.27) n'est fontion que de l'histoire des ontraintes de 0 a t et de la uidite
 dans le plan de base du monoristal. La Figure (3.3) donne une representation en
projetion de Shmidt des fabriques obtenues, a dierentes dates t, pour des onditions
de ontraintes onstantes

S
11
=

S
22
=

S
12
.
L'ODF (3.27) verie les relations de symetrie suivantes :
(3.28) f(; '; t) = f(;  + '; t) = f(;  + 2  '; t) = f(; 2  '; t).
Ces relations demontrent l'existene des deux plans de symetrie (
o
e
1
;e
3
) et (
o
e
2
;e
3
), ou
les veteurs de la base f
o
Rg sont tels que
o
e
3
= e
3
et  est l'angle entre e
1
et
o
e
1
. L'ODF
donnee par (3.27) derit don un materiau dont la fabrique est orthotrope et dont le
troisieme plan de symetrie
2
est le plan (e
1
;e
2
).
L'hypothese h7 ( onstant) entra^ne que le repere d'orthotropie reste onfondu ave
elui des ontraintes prinipales au ours du hargement, et que, par onsequent, les
symetries du materiau sont onservees, e qui permet de onserver la me^me forme de
fontion pour derire l'evolution de la fabrique.
Il ne semble pas possible d'obtenir une forme plus generale pouvant derire une fa-
brique ave un seul plan de symetrie par exemple. De me^me, lorsque le omportement du
grain n'est pas lineaire, l'integration de (3.17) n'aboutit pas, ar les relations reliant  et
' a 
0
et '
0
ne s'inversent plus, me^me pour des onditions de hargement plus simples.
2
L'existene de deux plans de symetrie implique elle d'un troisieme plan perpendiulaire aux deux
premiers.
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Fig. 3.3 : Representation en projetion de Shmidt des fabriques obtenues ave
l'ODF analytique pour un etat de ontrainte

S
11
=

S
22
=

S
12
=  0:01MPa onstant et
 = 0:1MPa
 1
a
 1
a dierentes dates (a) t = 0 a, (b) t = 100 a, () t = 200 a et (d)
t = 400 a. Du plus fone au plus lair sont representes 10 intervalles reguliers entre la
valeur maximum de f(; ') sin  et 0. Cette valeur maximum est dierente a haque date
t.
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Nous avons verie que, pour une fabrique initiale isotrope, la vitesse de formation
des fabriques, et la faon dont les axes  sont distribues relativement a la diretion de
ompression-tration, sont independantes de la diretion de ompression-tration.
Selon Lliboutry (1993), la valeur de  depend de la fabrique du polyristal pare que
la densite des disloations mobiles est ontro^lee par la migration des joints de grains,
elle-i etant d'autant plus aisee que le nombre de sites en onidene augmente. Ce
dernier etant fontion roissante de la onentration de la fabrique, la valeur de  devrait
augmenter lorsque la fabrique se onentre. Les expressions (3.24) montrent que la
valeur de  peut evoluer en fontion de la fabrique sans que la forme (3.27) pour l'ODF
soit modiee. Lorsque la formation des fabriques resulte uniquement de la deformation
des grains (i.e.

W = 0), si la vitesse de deformation des grains augmente (i.e.  
augmente) quand la fabrique se onentre, alors la formation de la fabrique est aeleree.
A l'ehelle d'un eoulement, l'inuene d'une augmentation de  est beauoup plus
diÆile a apprehender, puisque la formation de la fabrique est gouvernee a la fois par la
vitesse de deformation des grains et la vitesse de rotation marosopique. Etant donne
que l'hypothese de ontraintes homogenes surestime deja les vitesses de rotation des
grains, nous supposerons dans la suite que  ne depend pas de la fabrique et reste don
onstant au ours de la deformation.
3.4.3 Compression-tration selon e
3
Dans le as partiulier ou

S
11
=

S
22
=  

S
33
=2 et

S
12
= 0, et par onsequent A
1
= A
2
,
A

= 0 et  = 0, l'ODF (3.27) se met alors sous la forme simpliee :
(3.29) f(; t) =
e
 A
3
(os
2
 + sin
2
 e
 A
3
)
3=2
,
ou
(3.30) A
3
=  3(A
1
+A
2
) =
3
2
Z
t
0
 

S
33
dt.
La symetrie du hargement (

S
11
=

S
22
) onduit a une ODF uniquement fontion de 
et don a une fabrique orthotrope de revolution autour de l'axe de ompression-tration.
Sur la Figure 3.4 sont representees les variations de l'ODF analytique (3.29) en
fontion de  en ompression et en tration pour dierentes valeurs de l'histoire des
ontraintes A
3
. Les gures de po^les orrespondantes sont traees sur la Figure 3.5.
En tration, les axes  s'orientent de faon homogene selon ' en  = =2. En
ompression, tous les axes  s'alignent selon l'axe de ompression e
3
. Puisque le nombre
relatif de grains ayant l'orientation (; ') est f(; ') sin , en  = 0 le nombre relatif de
grains est nul. Cei explique que pour une ompression le entre des diagrammes ( = 0)
soit blan et non pas noir. Pour appreier la onentration des fabriques de ompression
il faut uniquement observer le rayon du disque le plus sombre : plus e rayon est petit
plus la fabrique est onentree.
L'expression (3.27) onduit aux me^mes formes de fabriques deja obtenues par des
simulations numeriques (Van der Veen et Whillans, 1994; Castelnau et al., 1996b).
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Fig. 3.4 : ODF analytique fontion de  pour dierentes valeurs du parametre de l'histoire
des ontraintes A
3
: (a) en tration uniaxiale, (b) en ompression uniaxiale.
Notons que d'un point de vue qualitatif, es resultats ont deja ete donnes au para-
graphe 3.3, uniquement a partir des expressions (3.9) donnant les vitesses de rotation
des grains.
3.4.4 Cisaillement pur
Pour un isaillement pur, il vient

S

= 2

S
12
, A
1
= A
2
= 0 et  = =4. L'expression
(3.27) de l'ODF se met alors sous la forme simpliee :
(3.31) f(; '; t) =
1
 
os
2
 + sin
2

 
os
2
('  =4) e
A
12
+sin
2
('  =4) e
 A
12

3=2
,
ou
(3.32) A
12
=
Z
t
0
 

S
12
dt.
Si

S
12
> 0, les axes  s'orientent en ( = =2, ' = 3=4), soit a 45
o
de la normale a
la diretion de isaillement. Sur la Figure 3.6 sont representees les gures de po^les or-
respondant a l'ODF analytique (3.31) pour dierentes valeurs du parametre de l'histoire
des ontraintes A
12
.
Un etat de ontrainte de isaillement pur est equivalent a la superposition d'une
ompression et d'une tration dans le repere des ontraintes prinipales. Les gures de
po^les obtenues montrent que les fabriques de isaillement pur sont prohes des fabriques
de ompression, puisque tout les grains s'orientent selon la diretion de ompression
maximum (ii a 3=4 de e
1
). Neanmoins, les fabriques de isaillement pur ne presentent
pas la symetrie de revolution des fabriques de ompression, et leur onentration, pour
une me^me valeur de l'histoire des ontraintes, est plus faible.
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Fig. 3.5 : Representation en projetion de Shmidt des fabriques obtenues ave l'ODF
analytique pour dierentes valeurs du parametre de l'histoire des ontraintes, en tration
uniaxiale (a) A
3
= 1:0, (b) A
3
= 2:0, () A
3
= 3:0 et en ompression uniaxiale (d) A
3
=
 1:0, (e) A
3
=  2:0, (f) A
3
=  3:0. Du plus fone au plus lair sont representes 10
intervalles reguliers entre la valeur maximum de f(; ') sin  et 0. Cette valeur maximum
est dierente pour haque valeur du parametre de l'histoire des ontraintes A
3
.
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Fig. 3.6 : Representation en projetion de Shmidt des fabriques obtenues ave l'ODF
analytique en isaillement pur pour dierentes valeurs du parametre de l'histoire des
ontraintes (a) A
12
= 0:5, (b) A
12
= 1:0, () A
12
= 1:5 et (d) A
12
= 2:0. Du plus
fone au plus lair sont representes 10 intervalles reguliers entre la valeur maximum de
f(; ') sin  et 0. Cette valeur maximum est dierente pour haque valeur du parametre
de l'histoire des ontraintes A
12
.
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3.4.5 Adaptation au modele de Taylor
Il est possible de transposer les resultats preedents pour le modele de Taylor en remar-
quant que les equations (3.8) restent valables pour e modele. En eet, la seule hypothese
faite pour passer de l'equation (3.7) (equation generale a tous les modeles) a (3.8) est
W =

W , et ette hypothese est ompatible ave le modele de Taylor.
Par onsequent, en notant que le hangement de base eetue sur
g

S
13
et
g

S
23
pour
passer de (3.8) a (3.9) est formellement le me^me que elui que nous ferions pour
g
D
13
=
g

D
13
et
g
D
23
=
g

D
23
ave le modele de Taylor, les equations (3.9) restent valables pour
le modele de Taylor en remplaant  

S
ij
=2 par

D
ij
.
De me^me, en appliquant l'hypothese h7 au tenseur des vitesses de deformations, et
non plus au tenseur des ontraintes
3
nous obtenons pour l'ODF l'expression analytique
(3.27) ou les  

S
ij
=2 sont remplaes par

D
ij
dans les parametres A
1
, A
2
et A

.
Par exemple, pour une ompression-tration

D
33
, l'ODF (3.29) obtenue ave le modele
a ontraintes homogenes se reerit dans le as du modele de Taylor sous la forme suivante
:
(3.33) f(; t) =
e
 3
R
t
0

D
33
dt
(os
2
 + sin
2
 e
 3
R
t
0

D
33
dt
)
3=2
.
Notons enn que, ontrairement au as du modele a ontraintes homogenes, il existe
une solution analytique de l'ODF en isaillement simple pour le modele de Taylor. Cette
solution est donnee en Annexe E.
3.5 ODF parametree
3.5.1 Fabrique orthotrope
Lorsque le materiau est lineaire et que l'histoire des ontraintes est telle que les symetries
d'orthotropie du materiau sont onservees, nous disposons de la forme analytique (3.27)
pour derire la fabrique de faon direte.
Malheureusement, l'histoire des ontraintes subies par un polyristal de glae, au
ours de son deplaement dans la alotte polaire, a tres peu de hanes de verier l'hy-
pothese h7, et par ailleurs les vitesses de rotation marosopiques ne sont su^rement
pas nulles. Au ours de son deplaement dans la alotte polaire, le polyristal est
d'abord omprime vertialement dans une zone prohe de la surfae, puis progressi-
vement la ontrainte de isaillement augmente. Par onsequent, la position du repere
des ontraintes prinipales par rapport au repere de referene n'est pas xe ( varie au
ours du temps).
Neanmoins, nous pouvons faire l'hypothese
4
que les fabriques formees au sein des
alottes polaires peuvent e^tre approhees par des fabriques orthotropes. Pour ette
raison, a partir de la forme analytique (3.27), nous proposons l'ODF parametree suivante :
3
 etant alors l'angle qui deni la position du repere prinipal des vitesses de deformations par rapport
au repere prinipal.
4
Hypothese que nous verierons au Chapitre 7.
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Fig. 3.7 : Denition de '
o
donnant la position du repere d'orthotropie de la fabrique
f
o
Rg par rapport au repere de referene fRg.
f(; '; k
1
; k
2
; k
3
; '
o
) =
1

sin
2

 
k
2
1
os
2
('  '
o
) + k
2
2
sin
2
('  '
o
)

+ k
2
3
os
2


3=2
.
(3.34)
En remplaant f(; ') dans l'equation de la onservation du nombre total de grains
(1.8) par son expression parametree (3.34), nous obtenons, apres integration selon  puis
', la relation suivante entre les trois parametres k
i
:
(3.35) k
1
k
2
k
3
= 1
Si nous imposons aux parametres k
i
de verier (3.35), alors l'equation de la onser-
vation du nombre de grain (1.8) est impliitement veriee et l'ODF parametree (3.34) ne
depend plus que de trois parametres independants : deux parametres k
i
qui araterisent
la onentration de la fabrique et un parametre d'orientation '
o
. L'ODF (3.34) permet
de derire une fabrique orthotrope, dont le repere d'orthotropie f
o
Rg est tourne de '
o
par rapport au repere de referene autour de e
3
=
o
e
3
omme deni sur la Figure 3.7.
Lorsque k
1
= k
2
= k
3
= 1 la fabrique est isotrope.
Il serait possible en ajoutant un deuxieme parametre d'orientation d'introduire un
dephasage selon . Comme nous allons etudier uniquement des eoulements plans, nous
ne tiendrons pas ompte de e dephasage.
Nous presentons a la n de e hapitre deux methodes numeriques pour aluler
l'evolution des parametres k
i
et '
o
(i.e. de la fabrique) au ours du hargement.
3.5.2 Forme des fabriques en fontion de la valeur des parametres
Lorsque les hypotheses h4 a h7 sont veriees (f. x3.4.1), la omparaison des ODF
analytique (3.27) et parametree (3.34) onduit aux relations suivantes :
(3.36)








k
1
= e
(A
1
+A
2
+A

)=2
k
2
= e
(A
1
+A
2
 A

)=2
k
3
= e
 (A
1
+A
2
)
'
o
= 
,
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ou A
1
, A
2
et A

sont les parametres de l'histoire des ontraintes denis par les relations
(3.24) et  denit la position du repere des ontraintes prinipales par rapport au repere
de referene fRg (f. les relations (3.19)).
Dans le as general, en remplaant le systeme de oordonnees spheriques (; ') par
le systeme de oordonnees artesiennes (
o
x
i
) liees au repere d'orthotropie f
o
Rg, soit
(3.37)






o
x
1
= sin  os('  '
o
)
o
x
2
= sin  sin('  '
o
)
o
x
3
= os 
,
l'ODF parametree (3.34) se reerit sous la forme :
(3.38) f(
o
x
i
; k
i
) =
1
 
k
2
1
o
x
2
1
+ k
2
2
o
x
2
2
+ k
2
3
o
x
2
3

3=2
,
Les dierentes formes de fabriques obtenues en fontion de la valeur des parametres k
1
,
k
2
et k
3
apparaissent alors lairement.
Si k
1
= k
2
(respetivement k
1
= k
3
et k
2
= k
3
), la fabrique est orthotrope de
revolution par rapport a l'axe e
3
=
o
e
3
(respetivement
o
e
2
et
o
e
1
).
Le maximum de l'ODF parametree (3.38) est toujours obtenu a la limite du domaine
de denition des
o
x
i
(la demi-sphere denie par
o
x
2
1
+
o
x
2
2
+
o
x
2
3
= 1 et
o
x
3
> 0), soit en
o
x
m
= 1 si k
m
est le parametre le plus petit, et e maximum vaut k
 3
m
. Lorsque les
deux parametres k
m
et k
n
(m 6= n) sont egaux et inferieurs au troisieme k
l
(l 6= m 6= n),
l'ODF est maximum sur le erle deni par
o
x
2
m
+
o
x
2
n
= 1 et
o
x
l
= 0 .
Par onsequent, nous pouvons distinguer six as limites de fabriques orthotropes :
k
1
 1 < k
2
, k
3
Un maximum selon
o
e
1
,
k
2
 1 < k
1
, k
3
Un maximum selon
o
e
2
,
k
3
 1 < k
1
, k
2
Un maximum selon
o
e
3
,
k
1
= k
2
 1 < k
3
Couronne dans le plan (
o
e
1
;
o
e
2
),
k
1
= k
3
 1 < k
2
Couronne dans le plan (
o
e
1
;
o
e
3
),
k
2
= k
3
 1 < k
1
Couronne dans le plan (
o
e
2
;
o
e
3
).
3.5.3 Comparaison ave l'ODF parametree de Lliboutry (1993)
Lliboutry (1993) propose le parametrage suivant de l'ODF, dans le as partiulier ou la
fabrique presente une symetrie de revolution autour de l'axe e
3
:
(3.39) f() =  os
 1
 , ave  =  
ln 2
ln(os 
1=2
)
; 
1=2
2 [0; =2℄.
La fabrique est alors modelisee par un seul parametre 
1=2
qui represente l'angle pour
lequel la moitie des grains est omprise dans l'intervalle [0; 
1=2
℄, soit tel que :
(3.40)
Z

1=2
0
f() sin  d =
1
2
.
La valeur de 
1=2
araterise la forme de la fabrique. Si 
1=2
< 60
o
la fabrique orrespond
a une fabrique de ompression selon l'axe e
3
et de tration si 
1=2
> 60
o
.
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Fig. 3.8 : Comparaison de l'ODF proposee par Lliboutry (1993) (tirets) et de l'ODF
parametree (3.34) (trait plein), pour 
1=2
= 30
o
.
L'approhe proposee par Lliboutry (1993) ne permet pas de predire l'evolution de la
fabrique pour un hargement donne, mais seulement de modeliser la fabrique a partir
de l'observation d'un ehantillon. En pratique, la valeur de 
1=2
orrespondant a une
fabrique donnee est determinee d'apres l'observation de lames mines en lumiere polarisee
(Thorsteinsson et al., 1997). Mangeney (1996) a montre que ette approximation a un
seul parametre, dans le as des fabriques orthotropes de revolution de GRIP (Groenland),
donne une bonne representation de la fabrique reelle du polyristal.
En reportant l'ODF parametree (3.34) ou k
1
= k
2
(orthotropie de revolution autour
de l'axe e
3
) dans (3.40), et en tenant ompte de (3.35), nous obtenons, apres integration,
les relations liant les parametres k
i
a 
1=2
omme :
(3.41)







k
3
=

tan
2

1=2
3

1=3
k
1
= k
2
= k
 1=2
3
.
L'ODF proposee par Lliboutry (1993) a une limite innie en  = =2 lorsque   1,
soit pour 
1=2
> 60
o
, et ne semble don pas adaptee pour derire les fabriques de tration.
La Figure 3.8 ompare la forme des deux ODF pour une me^me valeur de 
1=2
= 30
o
(om-
pression). Les distributions des orientations sont dierentes, en partiulier l'ODF pro-
posee par Lliboutry (1993) donne une fabrique moins onentree que l'ODF parametree
(3.34) derivee du alul analytique.
3.6 Methodes numeriques appliquees au alul de l'evolution
de la fabrique
Dans ette partie, nous presentons les methodes numeriques mises en uvre pour resoudre
l'equation de la onservation du nombre de grains (3.17) pendant un petit inrement de
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temps dt et pour des vitesses de rotation des grains derites par les equations (3.8). Nous
supposons enore que le polyristal de glae est isole et que l'evolution de la fabrique
est uniquement fontion des ontraintes appliquees et des vitesses de rotation maroso-
piques imposees depuis le debut du hargement. Nous presentons ii quatre methodes
de resolution de l'equation (3.17) :
- la premiere methode onsiste a derire la fabrique en supposant le polyristal onstitue
de Ng grains disrets,
- la deuxieme methode traite les equations en disretisant l'ODF sur un nombre ni de
petits elements surfaiques de la sphere des orientations,
- les deux dernieres methodes onsistent a resoudre les equations en utilisant l'ODF
parametree sous la forme (3.34).
Pour les quatre methodes, le alul de la nouvelle fabrique a t+ dt est fait de faon
impliite par une methode iterative, pour tenir ompte des hangements de proprietes
du materiau dus a l'evolution de sa fabrique pendant dt. Nous ne presentons ii que les
partiularites propres a haune des quatre methodes, en ne traitant que le alul diret
de l'evolution pendant un inrement de temps dt. Pour les quatre methodes, l'inrement
de temps dt est ontro^le de faon que la rotation maximum des grains reste inferieure
a 1
Æ
.
3.6.1 Grains disrets
Lorsque la fabrique est derite par un nombre ni de grains N
g
, onstant au ours de la
deformation, l'equation de la onservation du nombre de grains (3.17) est impliitement
veriee. Un grain est deni par son orientation (, ') a l'instant t. Pendant un petit
inrement de temps dt, l'evolution de son orientation est :
(3.42)




(t+ dt) = (t) +
_
(t) dt
'(t+ dt) = '(t) + _'(t) dt
,
ou
_
(t) et _'(t) sont denies par (3.8) en fontion de la valeur des ontraintes a l'instant
t.
C'est la methode lassique utilisee lorsque la fabrique est derite par un nombre ni
de grains (Van der Veen et Whillans, 1994; Castelnau, 1996)
3.6.2 ODF disretisee
L'ODF disretisee est denie par ses valeurs aux entres de petits elements surfaiques
de la demi-sphere des orientations. Dans la pratique, la demi-sphere est divisee en 4N
2
d
intervalles surfaiques, ou "bo^tes", de otes  = ' =  = =(2N
d
). Pendant un
inrement de temps dt, l'equation de la onservation du nombre de grains (3.17) est
resolue numeriquement, en erivant que la variation du nombre relatif de grains dans
haque bo^te est egale a la dierene des nombres de grains entrants et de grains sortants.
Dans la pratique, si N
d
= 90 le nombre d'elements surfaiques est 32 400. Cette
methode ne presente don auun avantage pour la diminution du nombre d'inonnues
denissant la fabrique. Nous l'utiliserons ependant au Chapitre 7 lors de la omparai-
son des dierentes methodes et pour valider les aluls eetues ave l'ODF parametree,
lorsque les onditions de hargement ne onservent pas l'orthotropie de la fabrique.
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3.6.3 ODF parametree
Si la fabrique est derite a l'aide de l'ODF parametree (3.34), alors elle est forement
orthotrope. Lorsque l'histoire des ontraintes appliquees au polyristal verie les hy-
potheses h4 a h7 (f. x3.4.1), les parametres de l'ODF sont diretement determines
par les egalites (3.36). Lorsque l'histoire des ontraintes ne verie pas es hypotheses,
la fabrique reee n'est, a priori, pas orthotrope. L'ODF parametree est alors ajustee au
mieux pour derire la nouvelle fabrique, la onsequene etant que plus la fabrique reelle
est eloignee d'une fabrique orthotrope, plus la desription donnee par l'ODF parametree
est mauvaise. Cette methode n'est don bien adaptee que si les fabriques restent prohes
d'une fabrique orthotrope. Nous montrerons au Chapitre 7 que ette ondition est bien
respetee pour les fabriques reees par l'eoulement d'une alotte polaire.
Notons que, ontrairement aux deux premieres methodes, les deux methodes d'evolution
de l'ODF parametree que nous presentons ii s'appliquent uniquement au as partiulier
des eoulements dont le hamp de vitesses est symetrique par rapport au plan (e
1
;e
2
)
5
.
En adoptant les me^mes notations que pour le passage de (3.20) a (3.21), les equations
(3.9) donnant les vitesses de rotation des grains
_
 et _' se reduisent alors a :
(3.43)








_
 =  
 
8
sin 2[3(

S
11
+

S
22
) +

S

os 2('  )℄
_' =
 
4

S

sin 2('  ) 

W
12
,
ou

S

est deni par (3.19) et  denit l'angle entre le repere des ontraintes prinipales
par rapport au repere de referene fRg a l'instant t.
Pour determiner la variation des parametres k
i
et '
o
pendant un inrement de temps
dt, nous proposons deux methodes :
3.6.3.1 Methode des moindres arres
L'equation de la onservation du nombre total de grains (3.17) est resolue par la methode
des moindres arres. Nous herhons quelles sont les valeurs des inrements des pa-
rametres dk
i
et d'
o
qui verient au mieux l'equation (3.17). En posant
f sin 
t
=
f sin 
k
i
_
k
i
+
f sin 
'
o
_
'
o
,
ave
(3.44)




k
i
(t+ dt) = k
i
(t) +
_
k
i
dt
'
o
(t+ dt) = '
o
(t) +
_
'
o
dt
,
et
(3.45) J(; '; k
j
; '
o
) =
f sin 
k
j
_
k
j
+
f sin 
'
o
_
'
o
+

_
f sin 

+
 _'f sin 
'
,
5
Sinon, il faudrait prendre en ompte un inquieme parametre 
o
pour reperer ompletement le repere
d'orthotropie du materiau par rapport a fRg.
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l'equation (3.17) devient :
(3.46) J(; '; k
j
; '
o
) = 0.
Ave es notations, les parametres a l'instant t+dt sont determines par la resolution
du systeme aux moindres arres 3 3 suivant :
(3.47)
8
>
>
<
>
>
:


_
k
i
R
2
0
R
=2
0
J(; '; k
j
; '
o
)
2
sin  d d' = 0 ; i = 1; 2


_
'
o
R
2
0
R
=2
0
J(; '; k
j
; '
o
)
2
sin  d d' = 0
,
ou k
3
est remplae par (k
1
k
2
)
 1
d'apres (3.35), et les vitesses de rotation des grains
_

et _' sont donnees par (3.43) en fontion des ontraintes appliquees et des vitesses de
rotation marosopiques.
Les integrales selon  du systeme (3.47) sont alulees analytiquement (nous ne les
developpons pas ii) et par onsequent seule l'integration selon ' est numerique. En
poussant les aluls analytiques au maximum, nous diminuons de faon onsequente le
temps neessaire au remplissage de la matrie 3 3 des moindres arres. Neanmoins
ette methode onduit a integrer numeriquement des fontions a pi lorsque la fabrique
se onentre (i.e. lorsqu'un des parametres k
i
est petit devant les autres). Ces diÆultes
numeriques sont tres ou^teuses en temps de alul, et pour ette raison nous proposons
une deuxieme methode plus direte.
3.6.3.2 Methode direte
La methode direte separe le alul des parametres de onentration k
i
et du parametre
d'orientation '
o
de la fabrique. Les k
i
sont determines en supposant que la rotation du
repere des ontraintes prinipales n'a pas d'inidene sur le alul de la onentration de
la fabrique, i.e. sur la valeur des k
i
. Ensuite, la variation du parametre '
o
est determine
omme la moyenne des vitesses de rotation _' de tous les grains pendant dt.
La variation des parametres k
i
pendant dt est obtenue par derivation des relations
(3.36), soit :
(3.48)
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En alulant les inrements des parametres de l'histoire des ontraintes a partir de la
denition des A
i
donnee par (3.24), il vient :
(3.49)
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ou les

S
ij
sont les ontraintes deviatoires appliquees a l'instant t, et

S

est denie par
(3.19).
Ensuite, les vitesses de rotation marosopiques n'etant pas nulles et le repere d'or-
thotropie ne onidant pas ave le repere des ontraintes prinipales (i.e. '
o
et  ne
sont pas egaux), l'evolution du parametre d'orientation '
o
est determine omme etant
la moyenne des rotations _' de tous les grains pendant dt, soit :
(3.50) d'
o
=< _' > dt,
ou <> est denie par (1.10) et _' est donnee par (3.43). En introduisant '
o
dans la
deuxieme relation de (3.43), et en erivant '   = ('  '
o
) + ('
o
  ), il vient :
d'
o
=  

W
12
+
 
4

S

[  sin 2(  '
o
) < os 2('   '
o
) > +
os 2(  '
o
) < sin 2('   '
o
) >℄ .
(3.51)
En notant que < sin 2('  '
o
) > = 0 il vient :
(3.52) d'
o
=  
"

W
12
+
 
4

S

sin 2(  '
o
)(1   2J
'
o
)
#
dt,
ou J
'
o
est denie par
(3.53) J
'
o
=
2

Z
=2
0
Z
=2
0
f(; '+ '
o
) sin  sin
2
'd d'.
L'integrale J
'
o
s'integre analytiquement selon  pour donner :
(3.54) J
'
o
=
2
k
3
Z
=2
0
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2
'
k
2
1
os
2
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2
2
sin
2
'
d'.
Cette methode direte presente l'enorme avantage d'e^tre simple numeriquement puis-
qu'elle ne neessite le alul que d'une seule integrale. Elle est don extre^mement plus
rapide que la methode des moindres arres (f. la omparaison des deux methodes au
paragraphe 7.3.1).
Au Chapitre 7, nous omparerons les resultats des deux methodes basees sur l'ODF
parametree a eux obtenus ave la methode de referene utilisant les grains disrets.
3.7 Conlusion
Toutes les equations neessaires au alul de l'evolution de la fabrique ont ete posees.
Nous avons montre qu'il etait possible de predire les fabriques obtenues pour des as de
hargement simples, sans onna^tre la loi de omportement du polyristal anisotrope. Le
as du isaillement simple sera traite dans le Chapitre 5, apres avoir donne la loi de
omportement du polyristal de glae anisotrope neessaire a son traitement (Chapitre
4).
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Enn nous avons presente des solutions analytiques pour l'ODF dans le as d'un
polyristal 3D lineaire. La possession de resultats analytiques est toujours interessante
lorsque il s'agit de tester, puis de valider, des methodes numeriques. Mais surtout, a
partir de es resultats analytiques, nous pouvons proposer une forme d'ODF parametree,
dependante de seulement trois parametres et qui permet de derire de faon onise
une fabrique orthotrope. Nous verrons au Chapitre 7 que les fabriques reees par
l'eoulement d'une alotte polaire peuvent e^tre modelisees par l'ODF parametree, ar
elles restent tres prohes de fabriques orthotropes.
Chapitre 4
Modele de omportement du
polyristal de glae anisotrope
4.1 Introdution
Dans e hapitre, nous allons etablir la loi de omportement du polyristal de glae
anisotrope a partir de l'hypothese d'une repartition uniforme des ontraintes dans tous
les ristaux qui omposent le polyristal. Nous nous plaons en un point xe x de
l'espae et nous herhons le omportement instantane du polyristal de glae pour
une fabrique donnee. Les ontraintes et les vitesses de deformation sont denies sur
la onguration atuelle du materiau, i.e. sur le materiau deforme. Nous formulons
don la loi visoplastique reliant le tenseur des vitesses de deformation

D au tenseur des
ontraintes de Cauhy

.
Comme nous l'avons montre au Chapitre 1, il existe des modeles plus sophistiques
(par exemple le modele auto-oherent de Castelnau (1996)), mais l'objetif nal etant
d'inorporer une loi miro-maro anisotrope pour la glae dans un modele d'eoulement
de alotte polaire, le modele a ontraintes homogenes nous a semble mieux adapte.
Lorsque nous aurons resolu les problemes lies aux aluls d'un eoulement de alotte
polaire dont la glae est anisotrope, il sera alors possible d'envisager d'implementer un
modele de omportement de glae plus sophistique (don beauoup plus ou^teux en temps
de alul).
Dans un premier temps, nous presentons les prinipales hypotheses du modele a
ontraintes homogenes, ainsi que sa formulation generale. Ensuite, les aluls d'ho-
mogeneisation de Lliboutry (1993) pour un materiau orthotrope de revolution sont
etendus au as orthotrope. Ces resultats sont ompares aux formulations les plus generales
des lois de omportement des materiaux visoplastiques orthotropes.
4.2 Le modele a ontraintes homogenes
4.2.1 Hypotheses
Les hypotheses du modele de omportement du polyristal de glae anisotrope sont les
me^mes que les trois premieres hypotheses h0, h1, h2 du modele d'evolution de la fabrique
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presente au Chapitre 3 (f. x3.2.1). Par ontre, les onsequenes de es hypotheses ne
sont pas les me^mes, omme nous allons le voir.
h0. Contraintes homogenes
La repartition des ontraintes dans tous les grains du polyristal est homogene, soit
 =

. L'hypothese de ontraintes homogenes a ete disutee par Lliboutry (1993) : l'equation
de l'equilibre est impliitement veriee, par ontre la ontinuite du hamp des deformations
n'est pas assuree. Au sein des alottes polaires, les valeurs des ontraintes deviatoires
sont tres faibles et ne varient pas brutalement, e qui permet de supposer une repartition
relativement homogene des ontraintes dans tous les grains. Par ailleurs, la migration
des joints de grains joue aussi un ro^le dans l'aommodation des disontinuites intergra-
nulaires de la ontrainte.
h1. Deformation du grain
Le grain est suppose orthotrope de revolution et son omportement est donne par la
loi (2.16). La symetrie de revolution du grain permet de reperer elui-i uniquement a
partir de son axe  et ainsi d'utiliser une fontion salaire de distribution des orientations
des axes  pour derire la fabrique du polyristal. L'intere^t prinipal d'une desription
mathematique de la fabrique par une ODF reside dans les aluls analytiques qui peuvent
e^tre developpes.
h2. Pas de reristallisation
Tous les grains qui omposent le polyristal oupent le me^me volume et le nombre
total de grains ne hange pas durant l'evolution de la fabrique. Cette hypothese n'est
pas restritive pour le modele de omportement puisque la taille et la forme des grains
n'ont pas d'inuene dans le modele a ontraintes homogenes
1
. Par ailleurs, la fration
volumique des grains et le nombre relatif de grains sont identiques puisque tous les grains
ont le me^me volume.
4.2.2 Vitesses de deformation marosopiques
Seules les ontraintes deviatoires entra^nent une deformation du grain, et dans la suite,
nous travaillerons uniquement ave les ontraintes deviatoires, supposees onnues et uni-
formes dans tout le polyristal (S =

S d'apres l'hypothese h0).
Les vitesses de deformation marosopiques du polyristal sont denies omme la
moyenne des vitesses de deformation de haque grain :
(4.1)

D =<D > .
L'hypothese de ontrainte homogene h0 et la onnaissane de la loi de omportement
du grain (2.17) permettent d'exprimer les vitesses de deformation marosopiques en
1
Ce n'est pas vrai pour le modele auto-oherent puisque e modele tient ompte de l'interation entre
le grain et le milieu homogene equivalent.
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fontion des ontraintes marosopiques appliquees. Nous avons :

D =< 
1
n

S + 
2
n
M
D
3
+ 
3
n
(

SM
3
+M
3

S)
D
>
(4.2)
La onnaissane de la fabrique et des parametres rheologiques du grain  
n
,  et ,
determine entierement le omportement du polyristal.
Dans l'hypothese d'une repartition homogene des ontraintes, une autre formulation
fondee sur la denition d'un potentiel de dissipation marosopique par homogeneisation
des potentiels mirosopiques, onduit exatement aux me^mes resultats. Soit


S
le po-
tentiel de dissipation marosopique deni par (n+ 1)


S
=

D :

T =

D :

S, et tel que :

D =



s



=
 



s


S
!
D
.
L'hypothese de ontraintes homogenes onduit de faon immediate aux egalites :
(4.3) (n+ 1)


S
=

D :

S =<D >:

S =<D : S >= (n+ 1) < 
S
>
ou 
S
est le potentiel de dissipation mirosopique (2.14). Nous utiliserons ette methode
pour l'homogeneisation du polyristal orthotrope lorsque n = 3.
Ces formules montrent que l'exposant de la loi puissane du polyristal est identique
a elui de la loi du grain (n = n).
4.3 Homogeneisation du polyristal de glae orthotrope
Nous presentons dans e paragraphe l'extension des resultats de Lliboutry (1993), pour
un polyristal orthotrope de revolution et un grain se deformant uniquement par glis-
sement basal, au as d'un polyristal de glae orthotrope et pour un omportement de
grain orthotrope de revolution. Les lois de omportement orthotrope de revolution et
isotrope sont ensuite deduites de la loi du polyristal de glae orthotrope. La omparai-
son du resultat obtenu dans le as isotrope ave la loi de Glen (1.3) fournit une relation
entre les parametres rheologiques du grain et le parametre de la loi de Glen B
n
.
La fabrique est derite par une ODF veriant des symetries partiulieres. Pour des
raisons de presentation, les as lineaire et non-lineaire (n = 3) sont traites separement
et la plupart des resultats pour le as n = 3 se trouvent dans l'Annexe C.
Pour la glae, l'anisotropie marosopique est une anisotropie de fabrique et non
pas une anisotropie de struture omme pour le bois par exemple. Ce sont don les
orientations des axes  des ristaux qui verient les symetries. Nous onsiderons un
polyristal de glae dont la repartition des orientations des grains respete trois plans
de symetrie orthogonaux les uns par rapport aux autres, onstruits sur la base ortho-
normee du repere d'orthotropie f
o
Rg. Puisque la presene de deux plans de symetrie
orthogonaux entra^ne forement l'existene d'un troisieme plan de symetrie orthogonal
aux deux premiers, l'ODF derivant la fabrique d'un polyristal orthotrope doit verier
les onditions suivantes, dans le repere d'orthotropie :
(4.4) f(; ') = f(; ') = f(;  + ') = f(;    ').
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Les relations (4.4) entra^nent les simpliations suivantes lors de l'integration selon ' :
1
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f(; ') sin
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' 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(
0 si n ou m impair
2

R
=2
0
f(; ') sin
m
'(1   sin
2
')
n=2
d' sinon
.
(4.5)
Nous aurions pu proposer la relation (4.4) omme onsequene des relations de symetries
veriees par l'ODF analytique (3.27) obtenue au Chapitre 3. En eet, lors du alul
de (3.27), nous avons suppose que l'histoire des ontraintes onservait les symetries d'or-
thotropie du materiau, puis nous avons observe que l'ODF deduite de es hypotheses
veriait les relations (3.28) analogues aux relations (4.4).
4.3.1 Comportement lineaire
4.3.1.1 Polyristal orthotrope
Lorsque n = 1, en tenant ompte des simpliations donnees par (4.5), la loi maroso-
pique est obtenue par l'homogeneisation (4.2) sous la forme :
(4.6)
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D
designe la partie deviatoire du tenseur ().
Les six uidites 
r
sont uniquement fontion des parametres rheologiques du grain
et de inq integrales de l'ODF selon  et ' :
(4.8)
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Les 5 integrales J
pq
sont denies par :
(4.9) J
pq
=
2

Z

2
0
Z

2
0
f(; ') sin
p
 sin
q
'd d',
ou les fateurs sin
p
 sin
q
' proviennent de l'eriture des tenseurs de struture M
3
des
grains dans le repere d'orthotropie du polyristal.
Pour une ODF donnee, la determination omplete du omportement du materiau
neessite le alul des inq integrales J
pq
.
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La loi de omportement marosopique (4.6) depend des six parametres independants

i
. Cei est en aord ave les resultats de Boehler (1978) : dans le as le plus general,
la loi de omportement du materiau inompressible lineaire orthotrope depend de six
parametres.
L'eriture de la loi (4.6) n'est pas unique puisque les invariants et les tenseurs de
struture du as orthotrope, denis par (4.7), verient les relations :
(4.10)
3
X
r=1

I
r
= 0,
3
X
r=1

M
D
r
= 0.
En utilisant les relations :
(4.11)


I
r


S
=
 tr

M
r

S


S
=

M
r
et
 tr

M
r

S
2


S
=

M
r

S +

S

M
r
,
le potentiel de dissipation marosopique assoie a la loi (4.6) est obtenu omme :
(4.12)


(1)
S
=
1
2

r

I
2
r
+ 
r+3
tr

M
r

S
2
.
La loi (4.6) peut aussi se mettre sous la forme matriielle lassique suivante, en
utilisant la notation de Voigt :
(4.13)
8
>
>
>
<
>
>
>
>
:

D
11

D
22

D
33
2

D
23
2

D
31
2

D
12
9
>
>
>
=
>
>
>
>
>
;
=
2
6
6
6
6
6
6
4

A

F

E

F

B

D

E

D

C

G

H

J
3
7
7
7
7
7
7
5
8
>
>
>
<
>
>
>
>
:

S
11

S
22

S
33

S
23

S
31

S
12
9
>
>
>
=
>
>
>
>
>
;
,
ou, d'apres Boehler (1975), les neuf parametres

A, . . . ,

J sont denis en fontion des
parametres 
r
par :
(4.14)



















A = (
1
  
3
+ 2
4
+ 4
6
)=3

B = (
2
  
3
+ 2
5
+ 4
6
)=3

C = 2
6

D =  (
2
+ 2(
3
+ 
5
  
6
))=3

E =  (
1
+ 2(
3
+ 
4
  
6
))=3

F =  (
1
+ 
2
+ 
3
+ 2(
4
+ 
5
  2
6
))=3

G = 2(
5
+ 
6
)

H = 2(
4
+ 
6
)

J = 2(
4
+ 
5
)
.
Les neuf parametres de la matrie (4.13) verient les trois onditions :
(4.15)

A+

F +

E =

F +

B +

D =

E +

D +

C = Constante,
neessaires pour assurer l'inompressibilite, e qui ramene le nombre de parametres
independants a six.
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De me^me que pour la loi (4.6), l'eriture sous forme matriielle n'est pas unique,
puisque l'ajout d'une onstante aux six termes

A,

B,

C,

D,

E et

F ne hange pas la
valeur des vitesses de deformation pour un etat de ontrainte donne. La valeur de la
onstante dans les relations (4.15) depend aussi de la faon dont est erite la matrie
(4.13). Nous avons hoisi les six termes de la matrie de telle sorte que elle-i soit
symetrique.
La formulation matriielle permet de mieux visualiser la forme d'anisotropie du
materiau pour une fabrique donnee. Nous l'utiliserons pour illustrer l'evolution du om-
portement marosopique lorsque la fabrique evolue sous l'appliation d'un hargement
onstant.
4.3.1.2 Polyristal orthotrope de revolution
Nous supposons maintenant que la fabrique presente un axe de symetrie. Le systeme de
oordonnees spheriques (; ') nous onduit a hoisir l'axe
o
e
3
omme axe de symetrie.
Dans e as, l'ODF ne depend que de  et la ondition de symetrie veriee par l'ODF
s'erit :
(4.16) f(; ') = f().
L'orthotropie de revolution est un as partiulier de l'orthotropie, obtenue lorsqu'un des
plans de symetrie du materiau est isotrope. Les resultats qui suivent sont don derives
diretement du as orthotrope.
La ondition (4.16) entra^ne les egalites suivantes pour les integrales J
pq
denies par
(4.9) :
(4.17) J
32
=
J
30
2
, J
52
=
J
50
2
, J
54
=
3J
50
8
,
ou J
30
et J
50
sont uniquement fontion de . De es egalites, nous obtenons trois relations
liant les parametres 
r
du as orthotrope :
(4.18)





1
= 
2
= 0

4
= 
5
.
Des egalites (4.18) nous deduisons que la loi de omportement marosopique du
materiau orthotrope de revolution inompressible lineaire peut se mettre sous la forme
lassique suivante :
(4.19)

D = 

1

S + 

2

I
3

M
D
3
+ 

3
(

S

M
3
+

M
3

S)
D
,
ou les trois parametres 

r
sont denis en fontion des 
r
du as orthotrope par :
(4.20)








1
= 2
4


2
= 
3


3
= 
6
  
4
.
Par suite, en utilisant les relations (4.8) et (4.17), il vient :
(4.21)
2
4


1


2


3
3
5
=
 
2
2
4
 1  1=4
2((+2) 1)  10((+2) 1) 35=8
1  ((16+5) 7)=2  5=4
3
5
2
4
1
J
30
2((+2) 1)J
50
3
5
,
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ou  = =(4   1).
En reportant les egalites (4.18) dans (4.14), nous obtenons les relations suivantes,
reliant les neuf parametres

A, . . . ,

J de la forme matriielle, dans le as de l'orthotropie
de revolution :
(4.22)









A =

B

D =

E

G =

H

J = 2(

A 

F )
,
e qui permet la reeriture de l'expression matriielle (4.13) sous la forme lassique :
(4.23)
8
>
>
>
<
>
>
>
>
:

D
11

D
22

D
33
2

D
23
2

D
31
2

D
12
9
>
>
>
=
>
>
>
>
;
=
2
6
6
6
6
6
6
4

A

F

D

F

A

D

D

D

C

G

G
2(

A 

F )
3
7
7
7
7
7
7
5
8
>
>
>
<
>
>
>
>
:

S
11

S
22

S
33

S
23

S
31

S
12
9
>
>
>
=
>
>
>
>
;
.
En utilisant (4.14), (4.18) et (4.20), les parametres du as orthotrope de revolution

A,

C,

D,

F et

G sont denis en fontion des 

i
par :
(4.24)











A = (3

1
  

2
+ 4

3
)=3

C = 

1
+ 2

3

D = 2( 

2
+ 

3
)=3

F = ( 

2
+ 4

3
)=3

G = 2(

1
+ 

3
)
.
La ondition d'inompressibilite (4.15) n'implique plus que deux relations independantes
dans le as orthotrope de revolution, e qui ramene le nombre de parametres independants
a trois.
Lorsque le grain se deforme uniquement par glissement basal, (i.e.  = 0), nos
resultats, presentes sous forme invariante par hangement de repere, sont identiques
a eux obtenus par Lliboutry (1993).
4.3.1.3 Polyristal isotrope
Lorsque la fabrique du polyristal est isotrope, par denition l'ODF verie la relation :
(4.25) f(; ') = 1.
Il vient alors J
30
= 2=3 et J
50
= 8=15 et, par onsequent, les trois parametres 

r
se
reduisent a :
(4.26)










1
=
 
10
8( + 1) +    2
4   1


2
= 0


3
= 0
.
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Par identiation, nous obtenons une relation entre le parametre de la loi de Glen (1.3)
et les parametres rheologiques du grain dans le as lineaire, soit :
(4.27)
 
B
1
= 5
4   1
8( + 1) +    2
.
La valeur maximale du rapport entre la uidite dans le plan de base du grain et la
uidite du polyristal isotrope est obtenue lorsque  = 0, soit pour un grain se deformant
uniquement par glissement basal. Comme Lliboutry (1993), nous obtenons une valeur
maximale de e rapport de 5=2.
4.3.2 Comportement non-lineaire (n = 3)
Les resultats volumineux engendres par e alul d'homogeneisation sont regroupes dans
l'Annexe C.
Pour simplier la presentation des resultats, le alul d'homogeneisation est realise
sur le potentiel de dissipation. Comme nous l'avons montre, ei est equivalent au alul
sur les vitesses de deformation pour le modele a ontraintes homogenes.
Lorsque n = 3, le potentiel de dissipation du ristal de glae 
(n)
S
donne par (2.14) se
met sous la forme suivante :
(4.28) 
(3)
S
=
 
3
4


1
tr (S
2
) + 
2
tr (M
3
S)
2
+ 
3
tr (M
3
S
2
)

2
.
ou
(4.29)











1
=

2

2
= 
 + 2
4   1
  1

3
= 1  
Le potentiel de dissipation du polyristal de glae orthotrope est deduit de l'ho-
mogeneisation (4.3) des potentiels de tous les grains lorsque l'ODF respete les symetries
(4.4). En tenant ompte des simpliations (4.5), l'homogeneisation onduit a une ex-
pression du potentiel de dissipation marosopique fontion uniquement des six invariants
des ontraintes deviatoires marosopiques :


(3)
S
=
2
X
r=1

a
r
tr (

M
r

S)
4
+ a
r+3
tr (

M
1

S) tr (

M
2

S) tr (

M
r

S)
2
+
a
r+8
tr (

M
1

S
2
) tr (

M
r+1

S
2
) + a
r+11
tr (

M
r

S) tr (

S
3
)

+
3
X
r=1

a
r+5
tr (

M
r

S
2
)
2
+ a
11+3r
tr (

M
r

S
2
) tr (

M
1

S)
2
+
a
12+3r
tr (

M
r

S
2
) tr (

M
1

S) tr (

M
2

S)+
a
13+3r
tr (

M
r

S
2
) tr (

M
2

S)
2

+
a
3
tr (

M
1

S)
2
tr (

M
2

S)
2
+ a
11
tr (

M
2

S
2
) tr (

M
3

S
2
).
(4.30)
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Les vingt-deux parametres rheologiques a
r
sont denis a partir des trois parametres
rheologiques du grain et de quatorze integrales J
pq
denies par (4.9). L'expression des
a
r
est donnee en Annexe C.
D'apres (4.3), postuler l'existene d'un potentiel visoplastique pour le grain omme
hypothese de depart, onduit a une loi marosopique derivant aussi d'un potentiel.
Lorsque n = 3, le potentiel le plus general du materiau orthotrope inompressible est
la forme homogene a la puissane 4 des ontraintes, engendree par la ombinaison des
produits des 6 invariants independants tr

M
1

S, tr

M
2

S, tr

S
3
et tr

M
r

S
2
(r = 1; 2; 3)
(Boehler, 1978), soit un total de vingt-deux termes. Le potentiel (4.30) ontient bien
vingt-deux parametres, mais l'homogeneisation onduite ave le modele a ontraintes
homogenes introduit sept relations supplementaires entre les a
r
. Ces sept relations per-
mettent d'exprimer les parametres a
1
, a
2
, a
3
, a
4
, a
5
, a
6
, a
12
et a
13
en fontion des quinze
autres (relations (C.2) a (C.8) de l'Annexe C). Par onsequent, la loi de omporte-
ment du materiau orthotrope non-lineaire (n = 3) derivant du modele a ontraintes
homogenes, depend de seulement quinze parametres independants si auune hypothese,
hormis (4.4), n'est faite sur la forme de l'ODF.
4.3.2.1 Polyristal orthotrope de revolution
Lorsque l'ODF verie la ondition de symetrie (4.16), les integrales J
pq
, donnees par
(4.9), ne dependent que de , et par onsequent il vient :
(4.31)








J
p2
=
J
p0
2
p = 3; 5; 7; 9; J
p4
=
3J
p0
8
p = 5; 7; 9;
J
p6
=
5J
p0
16
p = 7; 9; J
p8
=
35J
p0
128
p = 9
Les relations (4.31) diminuent le nombre de parametres a
r
independants puisqu'elles
onduisent aux quinze egalites suivantes :
(4.32)












12a
1
= 12a
2
= 2a
3
= 3a
4
= 2a
5
2a
6
= 2a
7
= a
9
a
10
= a
11
a
12
= a
13
2a
14
= a
15
= 2a
16
= 2a
17
= a
18
= 2a
19
2a
20
= a
21
= 2a
22
.
En tenant ompte des egalites (4.32), le potentiel de dissipation du materiau orthotrope
(4.30) se simplie sous la forme :


(3)
S
=a

1
tr (

M
3

S)
4
+ a

2
tr (

M
3

S)
2
tr (

M
3

S
2
)+
a

3
tr (

M
3

S)
2
tr (

S
2
) + a

4
tr (

M
3

S) tr (

S
3
) + a

5
tr (

M
3

S
2
)
2
+
a

6
tr (

M
3

S
2
) tr (

S
2
) + a

7
tr (

S
2
)
2
,
(4.33)
ou les sept parametres a

r
sont donnes en fontion des parametres a
r
par :
(4.34)






a

1
= a
1
a

2
= a
20
  a
14
a

3
= a
14
,
a

4
=  a
12
a

5
= a
6
+ a
8
  a
10
a

6
=  2a
6
+ a
10
a

7
= a
6
.
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Des sept relations independantes (C.2) a (C.8) du as orthotrope donnees enAnnexe
C, seules deux sont onservees lors du passage au as orthotrope de revolution. Par
onsequent, le potentiel de dissipation du materiau orthotrope de revolution non-lineaire
derive du alul d'homogeneisation depend de seulement inq parametres independants.
D'apres Boehler (1978), la loi la plus generale du materiau inompressible non-lineaire
(n = 3) orthotrope de revolution depend de vingt trois parametres, et de sept lorsque la
loi derive d'un potentiel de dissipation. Le modele a ontraintes homogenes induit don
deux relations supplementaires par rapport au as general.
Lorsque  = 0, es resultats sont identiques a eux obtenus par Lliboutry (1993).
4.3.2.2 Polyristal isotrope
Pour le as limite ou le materiau est isotrope, l'ODF verie l'egalite (4.25) et les quatre
integrales du as orthotrope de revolution prennent les valeurs :
(4.35) J
30
=
2
3
, J
50
=
8
15
, J
70
=
16
35
, J
90
=
128
315
.
Le potentiel de dissipation 
(3)
S
se met sous la forme lassique suivante :
(4.36)


(3)
S
=
 
3
420
(210
2
1
+ 8
2
2
+ 28
2
3
+ 56
1

2
+ 140
1

3
+ 24
2

3
) tr (

S
2
)
2
.
En remplaant les parametres 
r
par  et , et en identiant (4.36) ave le potentiel
dont derive la loi de Glen (1.3) lorsque n = 3, il vient :
(4.37)
 
3
B
3
=
35(4   1)
2
(168
2
  16 + 23)
2
+ (168
2
  16   4) + 8(4   1)
2
.
Le rapport maximum entre la uidite dans le plan de base du grain  
3
et le parametre
de la loi de Glen B
3
est obtenu lorsque  = 0, omme pour le as lineaire, et vaut
35=8 = 4:375.
Notons qu'ave le modele de omportement de grain utilisant les trois systemes de
glissement basal, prismatique et pyramidal, Castelnau (1996) trouve, pour le modele
a ontraintes homogenes, une valeur maximale pour e rapport de 3:27 lorsque les
ontraintes de referenes des plans prismatique et pyramidal sont egales (
b
= 

). Il
semble don que le modele a ontraintes homogenes onduise a une valeur limite inferieure
a 10 pour e rapport, quelque soit le modele de omportement de grain adopte. Ave
le modele auto-oherent, Castelnau (1996) et Meyssonnier et Philip (1996) trouvent une
valeur de e rapport pouvant e^tre tres superieure a 10 suivant la valeur des parametres
rheologiques du grain.
4.4 Conlusion
En imposant sur l'ODF les onditions de symetrie d'orthotropie, nous obtenons une loi
marosopique orthotrope qui peut s'erire sous forme invariante par hangement de
repere (Boehler, 1978).
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Dans le as lineaire, la loi de omportement depend de six parametres independants
determines a partir du alul de inq integrales J
pq
et des trois parametres rheologiques
du grain. Dans le as non-lineaire (n = 3), il y a quinze parametres independants
qui dependent du alul de quatorze integrales J
pq
et des trois parametres rheologiques
du grain. Le alul d'homogeneisation induit sept relations supplementaires entre les
parametres de la loi par rapport a la formulation la plus generale du materiau orthotrope
non-lineaire inompressible derivant d'un potentiel.
Pour le rapport entre la uidite en isaillement parallelement au plan de base du grain
et la uidite de la glae isotrope, nous obtenons une valeur maximale de 2:5 dans le as
lineaire et de 4:375 pour n = 3. Ces valeurs sont inferieures a la valeur de 10 obtenue par
l'experiene et les mesures in-situ. Notons qu'il est possible d'obtenir une valeur de 10
pour e rapport ave le modele auto-oherent (Castelnau, 1996; Meyssonnier et Philip,
1996). Par onsequent, l'inuene de l'anisotropie sur l'eoulement des alottes polaires
serait enore ampliee par l'utilisation du modele auto-oherent.
Pour une ODF donnee, la loi de omportement du polyristal de glae est determinee
uniquement par le alul des quatorze integrales (4.9). D'un point de vue numerique, es
resultats diminuent de faon signiative le volume de aluls a eetuer par omparaison
a une programmation ou tous les termes seraient alules.
Dans le hapitre suivant, nous etudions l'evolution onjuguee de la fabrique et du
omportement du polyristal sous des solliitations de tration, ompression et isaille-
ment simple.
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Chapitre 5
Evolution onjuguee de la
fabrique et du omportement du
polyristal de glae
5.1 Introdution
Dans le Chapitre 4, nous avons mis en plae les equations qui permettent de aluler
la reponse instantanee du polyristal de glae soumis a un etat de ontrainte impose.
Comme nous l'avons vu au Chapitre 3, la fabrique du polyristal va alors evoluer sous
l'eet de e hargement. La fabrique evoluant, la reponse du polyristal est elle aussi
modiee.
Dans e hapitre, l'evolution onjuguee de la fabrique et des proprietes meaniques
du polyristal est etudiee pour des onditions de hargement de ompression-tration et
de isaillement simple. L'inuene des parametres rheologiques du grain sur le ompor-
tement marosopique est analysee.
Dans le as d'une ompression-tration, nous proposons une formulation entierement
analytique que nous omparons au modele auto-oherent de Meyssonnier et Philip (1996).
Nous etudions l'eet d'un eoulement en deformation plane sur l'evolution des proprietes
du materiau et sur la forme des fabriques obtenues.
Pour un etat de deformation de isaillement simple, nous realisons des tests numeriques
en utilisant un polyristal dont la fabrique est derite par un nombre ni de grains dis-
rets.
5.2 Evolution des proprietes meaniques en ompression-
tration
5.2.1 Cinematique de la deformation
Dans la suite, nous nous interessons a un etat de ontrainte de ompression-tration dans
le repere de referene fRg. Seules les omposantes diagonales du tenseur des ontraintes
deviatoires sont non nulles au ours de la deformation. Si a l'etat initial le polyristal
est isotrope, alors la fabrique formee est orthotrope et les reperes d'orthotropie et de
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referene sont don onfondus. Le hamp des deplaements dans le polyristal est alors :
(5.1)






x
1
= 
1

X
1
x
2
= 
2

X
2
x
3
= 
3

X
3
, 
1

2

3
= 1.
ou les x
i
et

X
i
sont les omposantes du veteur position dans les ongurations atuelle
et initiale, respetivement.
Dans le repere de referene, le tenseur gradient de transformation

F prend la forme
suivante :
(5.2)

F =
0


1
0 0
0 
2
0
0 0 
3
1
A
.
Sahant que le gradient de vitesse

L est donne par (Rougee, 1997, page 61) :
(5.3)

L =
_

F

F
 1
,
les tenseurs vitesses de deformation et vitesses de rotation prennent les valeurs :
(5.4)

D =
0

_

1

 1
1
0 0
0
_

2

 1
2
0
0 0
_

3

 1
3
1
A
,

W = 0.
Les dilatations 
i
a l'instant t sont alors donnees en fontion des vitesses de deformation
par :
(5.5) 
i
= e
R
t
0

D
ii
dt
i = 1; 2; 3.
Dans la onguration initiale, a t = 0, nous avons 
1
= 
2
= 
3
= 1. Au ours de
la deformation, une valeur de 
i
inferieure (respetivement superieure) a 1 orrespond
a une diminution (respetivement augmentation) de la longueur du polyristal dans la
diretion e
i
.
5.2.2 Compression-tration
Nous etudions maintenant le as partiulier d'une ompression-tration telle que

S
11
=

S
22
=  

S
33
=2. Si dans la onguration initiale la fabrique est isotrope, alors sa deformation
est denie par :
(5.6) 
1
= 
2
= 
 1=2
3
.
L'expression analytique de l'ODF est donnee par (3.29) omme une fontion du pa-
rametre de l'histoire des ontraintes A
3
deni par (3.30). A une date donnee, le ompor-
tement du materiau orthotrope de revolution lineaire est donne par l'expression (4.19)
ou les 

i
sont uniquement fontion des deux integrales J
30
et J
50
(relations (4.21)). En
portant l'expression (3.29) de f() dans les relations (4.9) qui denissent J
30
et J
50
, il
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Fig. 5.1 : Evolution des uidites marosopiques de l'expression matriielle (4.23), en
ompression-tration, en fontion du parametre de l'histoire des ontraintes A
3
, pour
 = 1 et (a)  = 0:5 et (b)  = 0:0.
est alors possible d'obtenir une expression analytique de es deux integrales en fontion
du seul parametre de l'histoire des ontraintes A
3
.
Pour une ompression (A
3
< 0), il vient
J
30
=
arsin(e
(A
3
=2)
) e
 A
3
 

3
,
J
50
=
arsin(e
(A
3
=2)
)(e
 2A
3
 4 e
 A
3
) + (2 + e
 A
3
)
2
5
,
(5.7)
ou  =
p
e
 A
3
 1.
Pour une tration (A
3
> 0), J
30
et J
50
sont donnees par
J
30
=
  e
 A
3
(A
3
=2 + ln(1 + )) + 

3
,
J
50
=
(e
 2A
3
 4 e
 A
3
)(ln(1 + ) +A
3
=2) + (2 + e
 A
3
)
2
5
;
(5.8)
ou  =
p
1  e
 A
3
.
Les Figures 5.1a et 5.1b montrent l'evolution des parametres de la matrie des uidites
(4.23)

A,

C,

D,

F ,

G et

J = 2(

A 

F ) en fontion de A
3
, pour  = 0 et  = 0:5
respetivement. Pour une valeur donnee de A
3
, l'anisotropie du polyristal est d'autant
plus marquee que l'anisotropie du grain est importante (i.e.  prohe de zero).
Lorsque  = 0, le omportement du polyristal fortement omprime (

A
3
<  6:0)
devient equivalent a elui d'un grain isole (

G =

H = 5B
1
=2 et les autres uidites nulles).
Pour une tration, si  = 0, la uidite

C tend vers zero lorsque la deformation aug-
mente et par onsequent le polyristal ne peut plus se deformer. Cei met en evidene la
neessite d'introduire un omportement de grain plus realiste que elui ou seul le glisse-
ment basal intervient. Lorsque  = 0, la dilatation 
3
dans la diretion e
3
ne peut pas
depasser 0:47 en ompression et 1:45 en tration (f. Figure 5.2).
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Fig. 5.2 : Evolution de la dilatation 
3
en fontion du parametre de l'histoire des
ontraintes A
3
, pour (a) et (b) une tration et () et (d) une ompression. L'inuene
du omportement du grain est montree pour dierentes valeurs de  et  = 1 sur les
gures (a) et () et pour dierentes valeurs de  et  = 0:25 sur les gures (b) et (d).
Pour haque ouple (, ), la uidite  est alulee de faon a obtenir la me^me valeur
B
1
de la uidite du polyristal isotrope.
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En permettant au grain de se deformer selon d'autres diretions que elles ontenues
dans le plan de base, nous obtenons un omportement du polyristal beauoup plus
realiste, me^me pour des valeurs tres faibles de . Cette dierene de omportement est
d'autant plus marquee que le grain a subit une grande deformation, omme le montrent
les Figures 5.2a et 5.2.
L'inuene du parametre  est montree sur les Figures 5.2b et 5.2d. Pour une me^me
valeur du parametre de l'histoire des ontraintes A
3
, plus  augmente, plus la deformation

3
diminue. L'inuene du parametre  sur la reponse marosopique est d'autant moins
importante que  diminue et pour  = 0 la reponse du polyristal devient independante
de .
5.2.3 Comparaison ave un modele auto-oherent
Meyssonnier et Philip (1996) ont developpe un modele auto-oherent "1-site" (SC1)
1
pour
derire le omportement lineaire du polyristal de glae orthotrope de revolution. Ce
modele est plus omplexe que le modele a ontraintes homogenes puisqu'il tient ompte
de l'interation entre le grain et le polyristal. A et eet, le grain est onsidere omme
une inlusion dans un milieu homogene equivalent (HEM) representant le omportement
marosopique du polyristal. Le omportement du HEM, a priori inonnu, est alule
omme la reponse moyenne sur tous les grains aux onditions appliquees aux frontieres
du polyristal. Meyssonnier et Philip (1996) proposent des resultats analytiques pour
l'interation entre le grain et le HEM, mais l'auto-oherene et l'evolution de la fabrique
doivent e^tre traitees numeriquement.
Le modele SC1 etant fonde sur le me^me modele de omportement du grain (2.9)
(restreint toutefois au as  = 1), la omparaison ave notre modele permet de mettre
en evidene l'inuene de l'hypothese de ontraintes homogenes.
Pour le modele SC1, la relation entre les parametres rheologiques du grain, lorsque
 = 1, et la uidite B
1
de la glae isotrope est donnee par :
(5.9)
 
B
1
=
1 +
p
1 + 24
6
.
La omparaison des relations (5.9) et (4.27) ou  = 1 montre que pour un ompor-
tement identique de grain, les deux modeles onduisent a des valeurs dierentes pour
la uidite B
1
du polyristal isotrope. Sur la Figure 5.3 est representee, pour les deux
modeles, l'evolution du rapport entre la uidite en isaillement parallelement au plan de
base et la uidite du polyristal isotrope. La valeur experimentale de 10 de e rapport
est obtenue pour  = 0:04 ave le modele SC1, tandis que pour le modele a ontraintes
homogenes e rapport reste inferieur a 2:5.
5.2.3.1 Comparaison de l'evolution des proprietes meaniques
Les Figures 5.4a et 5.4b montrent l'evolution de la vitesse de deformation

D
33
en fon-
tion du temps pour une tration et une ompression, respetivement. Les valeurs des
parametres du grain  et  sont ajustees pour que les deux modeles onduisent au
1
Pour Self-Consistent "1-site" model.
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j = 0:1MPa et B
1
= 0:04MPa
 1
a
 1
en (a) tration
uniaxiale et (b) ompression uniaxiale. Courbe (1) : modele SC1, pour  = 0:04 et
 = 0:4 ; ourbe (2) : modele a ontraintes homogenes pour  = 0:04 et  = 0:094 ;
ourbe (3) : modele a ontraintes homogenes pour  = 0:25 et  = 0:073. La valeur
 = 0:04 orrespond a  =B
1
= 10 pour le modele SC1.
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me^me omportement lorsque le polyristal est isotrope (i.e. de telle sorte que les rela-
tions (5.9) et (4.27) donnent la me^me valeur pour B
1
). Ces gures montrent que des
reponses semblables dans la diretion de hargement peuvent e^tre obtenues ave les deux
modeles, mais pour des degres d'anisotropie dierents (i.e. pour des  dierents). Pour
un me^me degre d'anisotropie ( = 0:04 pour les deux modeles) et une me^me histoire
de hargement, le modele a ontraintes homogenes onduit a un durissement plus ra-
pide du polyristal que le modele SC1. En eet, la vitesse de deformation

D
33
deroit
plus rapidement pour le modele a ontraintes homogenes que pour le modele SC1, et
ei bien que la valeur de la uidite en isaillement dans le plan de base  du modele
SC1 soit superieure a elle du modele a ontraintes homogenes ( = 0:4MPa
 1
a
 1
et
 = 0:094MPa
 1
a
 1
respetivement). Cei s'explique prinipalement par la dierene
des vitesses de onentration de la fabrique entre les deux modeles, omme nous allons
le voir dans le paragraphe suivant.
Pour les deux modeles, le polyristal presente une phase d'adouissement en debut
de ompression (f. Figure 5.4b), qui s'explique simplement par l'augmentation en debut
de hargement du nombre de grains bien orientes pour se deformer
2
. En eet, en debut
de hargement du polyristal isotrope, le nombre relatif de grains orientes entre  = =4
et  = =2 est
R
=2
=4
sin  d =
p
2=2, et ils sont don plus de deux fois plus nombreux que
eux orientes entre 0 et =4. Quand les axes  de es grains tournent vers la diretion de
ompression, le nombre relatif de grains orientes a 45
o
augmente dans un premier temps
et le polyristal est don plus faile a deformer. La valeur maximum de la uidite est
5% superieure a la valeur de la uidite initiale de la glae isotrope et elle est obtenue a
environ 15% de deformation (f. Figure 5.6b).
5.2.3.2 Comparaison des fabriques
L'utilisation de l'ODF parametree permet de omparer les fabriques de faon objetive en
etudiant l'evolution des parametres k
i
. Pour une ompression-tration uniaxiale dans la
diretion e
3
, la fabrique ne depend plus que du seul parametre k
3
puisque k
1
= k
2
= k
 1=2
3
et '
o
= 0.
Pour le modele a ontraintes homogenes, k
3
est determine analytiquement par les
relations (3.36) en introduisant le parametre de l'histoire des ontraintes A
3
deni par
(3.30), soit :
(5.10) k
3
= e
A
3
=3
.
Pour le modele SC1, la fabrique est derite a l'aide d'une ODF disretisee selon ,
puis a haque pas, la valeur du parametre k
3
est ajustee sur la valeur maximum de l'ODF
disretisee qui se trouve en  = 0 pour une ompression et en  = =2 pour une tration.
La forme de la fontion disrete donnee par l'ODF disretisee est tres bien reproduite par
l'ODF parametree. Cei montre que l'ODF parametree peut e^tre utilisee pour derire
les fabriques obtenues ave le modele auto-oherent.
Nous omparons, pour une me^me valeur de B
1
, l'evolution de k
3
pour les modeles a
ontraintes homogenes et SC1, mais aussi pour le modele de Taylor. Dans le as d'une
2
autour de l'axe a 45
o
de la diretion de ompression
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3
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3
pour les
modeles de Taylor (pointilles), SC1 pour  = 0:04 (tirets) et a ontraintes homogenes
pour  = 0:04 (trait mixte) et  = 0:25 (trait plein).
ompression-tration uniaxiale, l'expression (3.33) onduit a :
(5.11) k
Taylor
3
= e

D
33
t
= 
3
.
Le parametre de fabrique k
Taylor
3
est don diretement la dilatation dans la diretion e
3
.
Pour e modele, la fabrique ne depend pas des proprietes du ristal lorsque la vitesse de
deformation marosopique est imposee.
Etant donne que les modeles a ontraintes homogenes et de Taylor onduisent a la
me^me forme de fontion pour l'ODF analytique, il n'est pas surprenant de bien reproduire
la fabrique obtenue sous forme disrete ave le modele SC1 en utilisant ette fontion.
Par ontre, il ne semble pas possible d'obtenir un resultat analytique pour l'ODF ave
le modele SC1.
Sur la Figure 5.5 est representee l'evolution du parametre de fabrique k
3
en fontion
de la dilatation 
3
dans la diretion e
3
. Pour une ompression (
3
< 1), plus k
3
est petit
plus la texture est onentree autour de la diretion e
3
. Pour une tration (
3
> 1),
'est l'inverse, plus la valeur de k
3
est grande plus la texture est onentree en forme de
ouronne dans le plan perpendiulaire a e
3
.
Pour une me^me deformation, la onentration de la fabrique du modele SC1 est
enadree par le modele de Taylor en borne inferieure et le modele a ontraintes ho-
mogenes en borne superieure. Ce resultat, deja observe par Castelnau (1996) mais par
la omparaison des gures de po^les, est ii donne de faon expliite et quantiable par
l'intermediaire de k
3
.
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Pour le modele a ontraintes homogenes, nous pouvons observer l'inuene du pa-
rametre  sur la inetique de l'evolution de la fabrique. Plus la valeur de  est petite,
plus l'evolution de la fabrique est rapide. Cei s'explique simplement puisque, d'apres la
relation (4.27), pour une me^me valeur de B
1
, si  diminue alors la uidite dans le plan
de base  augmente, et par onsequent la fabrique se onentre plus rapidement.
5.2.4 Compression - tration en deformations planes
Dans le but de quantier l'inuene de l'hypothese de l'eoulement en deformations
planes, que nous ferons plus loin pour modeliser la alotte polaire en 2D, nous om-
parons, pour un me^me omportement de grain ( = 0:1 et  = 1), l'evolution de la
deformation du polyristal en ompression-tration uniaxiale (axisymetrique) a elle ob-
tenue en deformations planes, denie par :
(5.12) 
3
=
1

1
et 
2
= 1.
Les Figures 5.6a et 5.6b donnent l'evolution de la uidite adimensionnee dans la di-
retion du hargement e
3
pour les deux types de deformation, en tration et ompression,
respetivement.
La dierene de omportement est surtout visible en ompression ou l'hypothese
de deformation plane onduit a un durissement beauoup plus rapide du materiau.
La phase d'adouissement visible en debut de deformation pour une ompression uni-
axiale n'existe pas lorsque la deformation est plane. En n d'essai, les deux types de
deformations onduisent a la me^me valeur de uidite.
Pour une tration, la uidite limite est egale a la uidite de ompression-tration
dans les plans de base puisque tous les axes  des grains deviennent perpendiulaires
a la diretion de hargement. Pour une ompression, la uidite limite est egale a elle
du grain dans la diretion de l'axe . Comme ii  = 1, la tration et la ompression
onduisent a la me^me valeur de 2

D
33
=(B
1

S
33
) en n d'essai, soit =  , et ompte tenu
de (4.27) il vient :
(5.13)
2

D
33
B
1

S
33
=
5
2 + 3
.
Sur la Figure 5.7, nous omparons les fabriques obtenues pour les deformations
plane et uniaxiale en tration (
3
= 1:28) et en ompression (
3
= 0:78). Pour une
me^me valeur de la dilatation 
3
, les fabriques de ompression-tration plane sont beau-
oup plus onentrees que elles obtenues en ompression-tration uniaxiale et elles ne
presentent evidemment pas de symetrie de revolution. Le fait que les fabriques soient
plus onentrees en deformation plane explique le durissement plus rapide du materiau
au ours de la deformation (f. Figure 5.6).
Notons que la fabrique de ompression plane representee sur la Figure 5.7a est iden-
tique a elle de tration plane de la Figure 5.7 tournee de =2 autour de l'axe e
2
. Cei
n'est pas tres expliite sur les gures de po^les, a ause de l'artefat sur le trae des iso-
valeurs du nombre relatif de grains f(; ') sin , qui en  = 0 vaut 0 quelle que soit la
valeur de l'ODF.
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Fig. 5.7 : Representation en projetion de Shmidt des fabriques obtenues en tration
(
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= 1:28) (a) plane et (b) uniaxiale ; et en ompression (
3
= 0:78) () plane et (d)
uniaxiale. Du plus fone au plus lair sont representes 10 intervalles reguliers entre la
valeur maximum de f(; ') sin  et 0. Cette valeur maximum est dierente pour haune
des fabriques.
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5.3 Appliation a la modelisation du developpement de la
fabrique dans le forage de GRIP (Groenland)
Comme Castelnau et al. (1996a), nous appliquons notre modele a la predition de
l'evolution des fabriques dans le forage de GRIP (Groenland).
Les mesures d'orientation des axes  sur les arottes de glae de GRIP, realisees par
Thorsteinsson et al. (1997), montrent une augmentation ontinue de la onentration de
la fabrique, allant d'une distribution aleatoire des ristaux en surfae, a une fabrique a
un seul maximum vertial a la profondeur de 2807m. Le forage de GRIP etant positionne
au sommet d'un do^me, il est probable que le mode prinipal de deformation des glaes de
GRIP soit une ompression vertiale. Les fabriques observees presentent une symetrie
de revolution autour de l'axe vertial qui est ompatible ave e mode de deformation, et
est predite par la plupart des modeles (voir par exemple Van der Veen et Whillans, 1994;
Castelnau et Duval, 1994). D'apres Thorsteinsson et al. (1997), la brusque augmenta-
tion de la taille des grains observee a 2790m (transition Wisonsin-Eemien) est due a
l'ativation d'un regime de reristallisation disontinue. La reristallisation n'etant pas
prise en ompte par notre modele, la omparaison de l'evolution de la fabrique ave les
observations de Thorsteinsson et al. (1997) est seulement menee de la surfae jusqu'a la
profondeur de 2800m.
Dans la suite, nous faisons l'hypothese que la glae est deformee en ompression selon
l'axe de symetrie du do^me x
3
. Le omportement marosopique du polyristal est don
donne par les relations (4.21) et (5.7), et il ne depend que du parametre de l'histoire
des ontraintes A
3
, donne par (3.30) et des parametres du grain  et . Pour une
ompression, la fabrique est derite par l'ODF analytique (3.29).
Thorsteinsson et al. (1997) araterisent la onentration des fabriques a l'aide d'un
parametre statistique, Ro, deni par
(5.14) Ro = 2 k<  >k   1;
ou  est le veteur unitaire denissant l'orientation de l'axe  dans le repere de referene
fRg ( = R
g
), <> represente la moyenne donnee par (1.10), et k k est la norme d'un
veteur. Ro vaut 0 pour une fabrique dont tous les axes  sont distribues aleatoirement,
et Ro prend la valeur maximum de 1 lorsque tous les grains ont la me^me orientation
(Thorsteinsson et al. (1997) donnent a Ro le nom de "degree of orientation", mais nous
preferons a "degre d'orientation" de la fabrique, utilise par Castelnau (1996), le terme
de "onentration" de la fabrique).
L'utilisation de l'expression de l'ODF (3.29) dans (1.10) pour evaluer k<  >k onduit
a une integrale simple selon , qui s'integre analytiquement pour donner la onentration
de la fabrique Ro en fontion du parametre de l'histoire des ontraintes A
3
, soit
(5.15) Ro = 2





1  e
A
3
=2
1  e
A
3





  1:
D'apres les relations (4.19), (4.21) et (5.7),

D
33
s'exprime uniquement en fontion
de  et A
3
. En utilisant la dierentielle de la relation (3:30), i.e. dA
3
= 3 

S
33
dt=2, on
peut exprimer

D
33
dt en fontion de dA
3
, et par suite obtenir la deformation umulee
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

= 
3
  1 en fontion de A
3
et de  seulement (la dependane en  est impliitement
inluse dans A
3
). Il est alors possible, en utilisant A
3
omme parametre, de aluler
numeriquement l'evolution de Ro en fontion de la deformation umulee 

.
Comme Castelnau et al. (1996a), nous utilisons le modele de Dahl-Jensen et al. (1993),
qui donne l'aminissement d'une ouhe d'epaisseur a relativement a l'aumulation a
0
en surfae, en fontion de la profondeur z dans le forage. La deformation umulee et le
taux d'aminissement des ouhes sont relies par :
(5.16) 

= a=a
0
  1;
e qui permet d'exprimer la deformation umulee "observee" en fontion de z. On peut
alors relier l'evolution des valeurs de Ro, mesurees par Thorsteinsson et al. (1997) a
dierentes profondeurs, a elle de 

.
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Fig. 5.8 : Evolution de la onentration de la fabrique Ro en fontion de la deformation
umulee 

, donnee par notre modele pour dierentes valeurs de  (ourbes pleines),
donnee par le modele VPSC de Castelnau et al. (1996) (tirets) et d'apres la fabrique
mesuree dans le forage de GRIP (Thorsteinsson et al., 1997). L'ehelle donnant les
profondeur est alulee en utilisant le modele de Dahl-Jensen et al. (1993).
La Figure 5.8 montre l'evolution de la onentration Ro en fontion de 

donnee
par notre modele pour dierentes valeurs de  ainsi que l'evolution de Ro mesuree par
Thorsteinsson et al. (1997). Nous verions bien que l'evolution de la fabrique est d'autant
plus rapide que le grain est plus anisotrope (i.e. pour  petit). L'evolution de Ro obtenu
par Castelnau et al. (1996a) ave le modele VPSC pour un omportement non lineaire
(tirets sur la Figure 5.8) est tres similaire a nos resultats lorsque  = 0:2 (et ave un
omportement lineaire).
Pour des valeurs absolues de deformations umulees inferieures a 0:4 (i.e. pour des
profondeurs inferieures a 1000m, d'apres Dahl-Jensen et al. (1993)), l'evolution de la
onentration de la fabrique est bien reproduite par notre modele si  est petit (  0:2).
Pour j

j superieure a 0:4, notre modele onduit a une evolution de la fabrique plus rapide
que elle observee.
D'apres Castelnau et al. (1996a), ette dierene entre les modeles et les mesures
pourrait resulter de la progressive polygonisation des grains mal orientes pour se deformer.
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Les grains dont le plan de base est perpendiulaire a la diretion de ompression vont
polygoniser jusqu'a e que la dierene d'orientation des sous-joints atteignent une va-
leur ritique de 10 a 15
o
, puis ils vont se diviser pour former deux grains "nouveaux"
dont l'orientation est tournee de 10 a 15
o
par rapport a la diretion de ompression.
Thorsteinsson et al. (1997) ont observe que la polygonisation, responsable de l'arre^t du
grossissement des grains et de la forme spherique des grains, est predominente dans le
forage de GRIP entre 700m a 2800m de profondeur (profondeur a laquelle la reristalli-
sation disontinue ommene).
Sans ontester le ro^le de la polygonisation sur le ralentissement de la formation des
fabriques, nous verrons au Chapitre 8 que les hypotheses faites ii pour la inematique
de l'eoulement dans le forage de GRIP (ompression uniaxiale et vitesse de deformation
donnee par le modele de Dahl-Jensen et al. (1993)) sont aussi, ertainement, responsables
de la vitesse exessive d'evolution des fabriques modelisees. Nous montrerons l'inuene
de l'eoulement sur la formation des fabriques dans le forage de GRIP.
5.4 Tests numeriques de isaillement simple
Dans la partie inferieure des alottes polaires, si le sole roheux est relativement plan,
la glae est deformee prinipalement en isaillement. Dans ette partie, nous presentons
l'evolution des proprietes meaniques et de la fabrique d'un polyristal de glae, initial-
lement isotrope, soumis a un etat de deformation de isaillement simple.
5.4.1 Cinematique de la deformation
Par denition (Gilormini et al., 1993), un materiau est soumis a un isaillement simple
d'amplitude (t) dans le referentiel fRg, si le hamp des vitesses qui lui est impose est
de la forme :
(5.17)






u
1
= _

X
2
u
2
= 0
u
3
= 0
,
ou

X
i
sont les omposantes du veteur position dans la onguration initiale. Les tenseurs
gradient de vitesse

L, vitesses de deformation

D et vitesses de rotation

W sont alors
donnes par :
(5.18)

L =
0

0 _ 0
0 0 0
0 0 0
1
A

D =
0

0 _=2 0
_=2 0 0
0 0 0
1
A

W =
0

0 _=2 0
  _=2 0 0
0 0 0
1
A
.
Si la vitesse de deformation imposee

D
12
est onstante au ours de la deformation, il
vient :
(5.19)  = 2

D
12
t.
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L'etude du isaillement simple ave le modele a ontraintes homogenes n'est pas
direte puisque, pour un etat de ontrainte donne, les vitesses de deformation dependent
de l'anisotropie du polyristal. Pour imposer orretement le isaillement simple, il est
don neessaire a haque pas de temps de determiner l'etat de ontraintes a appliquer
pour maintenir

D
12
onstante et toutes les autres omposantes du tenseur des vitesses
de deformation nulles.
Van der Veen et Whillans (1994) realisent des essais numeriques de isaillement simple
en imposant uniquement la ontrainte de isaillement et une vitesse de rotation maro-
sopique ajustee a haque pas pour qu'elle soit egale a la vitesse de deformation de
isaillement. Au ours de l'essai, les ristaux s'orientent a 135
o
de la diretion de isaille-
ment, et la vitesse de deformation diminue et s'annule lorsque tous les axes  des ristaux
sont orientes a 135
o
. La fabrique qu'ils obtiennent en n d'essai est don equivalente, en
fait, a elle obtenue pour le isaillement pur.
Pour verier la ondition inematique (5.17), nous utilisons une methode impliite qui
tient ompte de l'evolution des proprietes du materiau et par onsequent de la variation
des ontraintes a imposer durant l'inrement de temps dt.
Les essais que nous presentons ont ete realises en utilisant 800 grains disrets repartis
aleatoirement a l'etat initial. Nous hoisissons e modele de representation de la tex-
ture pour eliminer au maximum les problemes numeriques lies aux aluls d'integrales
de fontions presentant des pis pronones et pour ne pas faire d'hypothese impliite
3
sur l'anisotropie du polyristal. La reponse marosopique est etudiee pour  = 1 et
dierentes valeurs de .
5.4.2 Evolution de la fabrique et des proprietes du materiau
Sur la Figure 5.9 est representee l'evolution de la uidite en isaillement adimensionnelle
2

D
12
=(B
1

S
12
) en fontion de la deformation  et pour dierents omportements de grain.
Dans un premier temps le materiau se durit, puis si  6= 0, le materiau s'adouit
et la uidite tend vers une valeur limite, orrespondant a la uidite en isaillement
parallelement au plan de base du grain isole.
Sur la Figure 5.10, l'observation des dierentes fabriques au ours de la deformation
permet de omprendre les variations observees sur la uidite marosopique.
En debut de hargement, lorsque le polyristal est isotrope,

D
12
= B
1

S
12
=2 et

S
11
=

S
22
= 0,
et les equations (3.43) se simplient en remplaant  =B
1
par son expression (4.27) en
fontion de  :








_
 =  
5
2(2 + 3)
sin 2 sin 2'

D
12
_' =  (
5
2 + 3
os 2' + 1)

D
12
.
Une representation de es equations est donnee sur la Figure 5.11a, ou sont marques les
points ou
_
 et/ou _' s'annulent, ainsi que le sens de la rotation des grains selon  et '.
En debut de hargement les axes  se dirigent vers le plan () perpendiulaire au plan
(e
1
;e
2
) et inline de l'angle '
0
= (aros ((2 + 3)=5)+)=2. Pour un grain se deformant
uniquement par glissement dans les plans de base ( = 0) et angle vaut 123:2
o
, tandis
3
en hoisissant l'ODF parametree par exemple
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_
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_
 = 0 et _' = 0 pour un isaillement
simple

L
12
> 0 lorsque (a) le polyristal est isotrope et (b) tous les axes  des grains
sont orientes selon e
2
. Les ehes en pointilles representent le sens de la rotation selon
' et les ehes en trait mixte elui selon .
que pour un grain isotrope ( = 1) la valeur de '
0
est 90
o
. Plus le grain est anisotrope,
plus l'orientation du plan () est defavorable pour la deformation marosopique, e
qui explique la repartition selon la valeur de  du debut des ourbes de la Figure 5.9.
Castelnau (1996) trouve une valeur '
0
t 120
o
ave le modele a ontraintes homogenes,
mais pour un omportement de grain non-lineaire, e qui peut expliquer la dierene de
3
o
.
Au ours de la deformation, l'orientation du plan () tourne vers la position ' =
=2 ave une vitesse deroissante, tandis que la onentration des axes  dans le plan
augmente (f. Figure 5.10 pour  = 1:05 et  = 1:75). Simultanement, les orientations
des grains tournent vers  = =2 mais de faon moins rapide que selon '.
Pour  > 7:0, tous les grains ont quasiment la me^me orientation ( = =2; ') et ils
ontinuent a tourner vers e
2
(' = =2). Dans ette onguration, le omportement ma-
rosopique est equivalent a elui du grain isole, e qui permet d'etudier analytiquement
la stabilite de la fabrique observee. Nous donnons les details de e alul en Annexe D.
Ce alul montre que, lorsque  6= 0, si tous les grains sont onentres en ( = =2; ')
alors ils s'orientent perpendiulairement a la diretion du isaillement ave une vitesse
deroissante et s'annulant en ' = =2 (f. Figure 5.11b). La stabilite de ette position
d'equilibre depend du sens de la perturbation. Apres une perturbation dans le sens di-
ret, les grains reviennent sur la position d'equilibre, tandis que pour une perturbation
dans le sens indiret les grains tournent d'un demi-tour pour s'arre^ter dans la position
d'equilibre opposee
4
.
Sur la Figure 5.9, nous observons que plus le grain est anisotrope, (i.e. plus  se
rapprohe de zero), plus la valeur minimum de la uidite se rapprohe de zero. Lorsque
 = 0, nous obtenons une reponse marosopique dierente puisque la uidite dero^t
ontinuellement vers zero et la deformation devient alors impossible. Nous n'obtenons
pas une fabrique a un seul maximum puisque les axes  des grains restent bloques dans
4
Mais qui denit la me^me position du grain.
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Fig. 5.12 : Evolution des rapports entre les ontraintes appliquees et la ontrainte initiale
de isaillement, en fontion de la deformation , pour un omportement de grain  = 0:1
et  = 1.
le plan (). L'etude de la stabilite d'un grain montre que, me^me si nous obtenions une
fabrique a un seul maximum, il ne serait pas possible, en appliquant les onditions strites
du isaillement simple, de faire tourner un grain inline par rapport a la perpendiulaire
a la diretion du isaillement (f. Annexe D). En eet, si ' 6= =2, les onditions

D
11
=

D
22
= 0 entra^nent dans e as partiulier

D
12
= 0, et le grain ne se deforme pas,
quelle que soit la ontrainte appliquee.
Sur la Figure (5.12) est representee l'evolution des rapports entre les ontraintes
appliquees et la ontrainte de isaillement initiale pour un omportement de grain  =
0:1 et  = 1. Pour verier les onditions inematiques du isaillement simple, il est
neessaire d'appliquer des ontraintes trois fois superieures a la ontrainte initiale de
isaillement. En debut d'essai, la forte ompression dans la diretion e
3
, due a l'hypothese
de deformations planes, explique la faible vitesse de rotation des grains vers  = =2.
Neanmoins, une etude du signe de
_
 montre que tout au long de l'essai, les orientations
des grains situes autour du plan () se dirigent vers  = =2 (i.e.
_
 > 0). Ensuite,
lorsque tous les grains ont la me^me orientation, l'etat de ontrainte devient plan et la
valeur des ontraintes normales diminue. A l'equilibre, seule la ontrainte de isaillement
n'est pas nulle et vaut

S
12
(1) = (2 + 3)

S
12
(0)=5.
5.4.3 Disussion
Castelnau et al. (1996b) ont obtenu des resultats similaires aux no^tres ave les modeles
auto-oherent et de Taylor. Pour le modele auto-oherent, l'ativite relative des plans
prismatiques devient tres importante lorsque la deformation augmente. D'apres es au-
teurs, une telle ativite n'est pas realiste pour le ristal de glae ou la majorite des dis-
loations sont observees dans les plans de base. Pour le modele a ontraintes homogenes
et en ativant uniquement le glissement basal, Castelnau et al. (1996b) trouvent une
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fabrique qui bloque la deformation : ei est en aord ave nos resultats pour  = 0.
Si le grain ne se deforme pas uniquement par glissement basal, tous les modeles
onduisent don a une fabrique a un seul maximum s'orientant perpendiulairement
a la diretion de isaillement. Cependant, il est alors neessaire d'ativer fortement
d'autres modes que la deformation par isaillement parallele au plan de base, e qui
onduit a un omportement de grain non realiste pour la glae. Il est probable que
sous une telle solliitation l'aommodation se fasse par reristallisation dynamique et
que d'autres formes de fabriques soient reees. Neanmoins, puisque nous ne tenons pas
ompte des phenomenes de reristallisation dans notre modele, nous pourrons faire varier
l'anisotropie du grain (i.e. ) pour obtenir un omportement du polyristal plus realiste.
Nous avons realise des tests de isaillement simple en utilisant l'ODF parametree
(3.34) pour derire la fabrique (Staroszzyk et Gagliardini, 1999). Les ourbes 2

D
12
=(

S
12
B
1
)
obtenues dans es onditions dierent legerement de elles de la Figure 5.9, mettant
ainsi en evidene le aratere non orthotrope de la deformation en isaillement simple.
Neanmoins, seule la valeur du minimum de la uidite en isaillement est modiee (le
polyristal se durit moins) lorsque l'hypothese de fabrique orthotrope est faite de faon
impliite, par l'utilisation de l'ODF parametree (3.34). Les autres resultats presentes
i-dessus ave les grains disrets restent valables pour l'ODF parametree.
Notons enn qu'il est possible d'obtenir une solution analytique pour l'ODF en i-
saillement simple ave le modele de Taylor. Nous presentons es aluls dans l'Annexe
E. L'expression (E.5) montre que la fabrique evolue vers un maximum oriente perpen-
diulairement a la diretion de isaillement. Il est interessant de remarquer que l'ODF
analytique (E.5) ne presente pas de symetries d'orthotropie.
5.5 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons presente l'evolution des proprietes meaniques du polyristal
au ours de la deformation, pour des hargements de ompression, tration et isaillement
simple. Ces etudes montrent la neessite d'introduire d'autres modes de deformation que
le glissement basal pour obtenir un omportement du polyristal realiste. D'un point de
vue marosopique, il est alors possible d'obtenir des fabriques de isaillement simple a
un seul maximum oriente perpendiulairement a la diretion de isaillement.
Dans le hapitre suivant, nous implementons la loi de omportement orthotrope dans
un ode aux elements nis, pour etudier l'inuene de l'anisotropie du polyristal sur
l'eoulement a l'ehelle de la alotte polaire.
Chapitre 6
Eoulement de glae anisotrope
6.1 Introdution
Dans e hapitre, nous resolvons numeriquement, pour une geometrie donnee, l'eoulement
d'une alotte de glae anisotrope dont les hamps de fabriques et de temperatures sont
des donnees variant en fontion des oordonnees de l'espae.
Pour une geometrie donnee de alotte polaire simpliee (2D en deformations planes
ou axisymetrique), nous omparons les eoulements obtenus ave dierents hamps de fa-
briques et de temperatures. Nous mesurons la sensibilite de l'eoulement aux parametres
mirosopiques  et  qui denissent le omportement du grain. Enn, nous omparons
les hamps de vitesses des eoulements plan (deformations planes) et axisymetrique ob-
tenus pour un me^me prol de la surfae de alotte polaire.
6.2 Probleme a resoudre
6.2.1 Types d'eoulement etudies
Les eoulements etudies sont plan (deformations planes) ou axisymetrique. Pour l'eoulement
plan, les quantites (veteur ou tenseur) sont exprimees dans le repere artesien de
referene fRg deni sur la base (e
1
;e
2
;e
3
) de oordonnees (x
1
; x
2
; x
3
), tandis que pour
l'eoulement axisymetrique, nous utiliserons le repere deni sur la base ylindrique
(e
1
;e
2
;e

) de oordonnees (x
1
; x
2
;).
La glae s'eoule sous l'ation des fores de pesanteur dirigees selon e
2
. Les alottes
etudiees presentent une symetrie par rapport au do^me situe en x
1
= 0.
Les notations utilisees sont denies sur la Figure 6.1 ou est shematise le probleme a
resoudre.
6.2.2 Loi de omportement de la glae orthotrope
Le omportement de la glae est suppose lineaire et orthotrope, le plan de l'eoulement
etant l'un des trois plans de symetrie du materiau. En un point du domaine, l'ortho-
tropie du polyristal est derite par les quatre parametres de l'ODF donnee par (3.34).
Les trois premiers parametres k
i
denissent le degre d'anisotropie du polyristal, et le
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Fig. 6.1 : Shematisation du probleme a resoudre. Pour une setion vertiale donnee,
l'eoulement est soit en deformations planes soit axisymetrique. Les quantites enadrees
sont des resultats du alul et les autres des donnees d'entree du alul.
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repere d'orthotropie est positionne par rapport au repere de referene par le quatrieme
parametre '
o
omme deni sur la Figure 3.7.
La formulation variationnelle que nous allons utiliser neessite d'introduire la loi
inverse donnant les ontraintes deviatoires en fontion des vitesses de deformation. L'in-
version de la loi de omportement (4.6) est presentee en Annexe F. Le omportement
de la glae peut e^tre deni a partir de son potentiel de dissipation


D
:
(6.1)


D
=
3
X
r=1
 
1
2

r
(tr

M
r

D)
2
+ 
r+3
tr

M
r

D
2
 
1
3
(
r
+ 2
r+3
) tr

M
r

D tr

D
!
,
ou les oeÆients 
r
sont donnes en Annexe F. Les ontraintes deviatoires maroso-
piques

S
ij
derivent du potentiel


D
, soit :
(6.2)

S =



D


D
,
ave les onditions
(6.3)

D
33
=

D
23
=

D
31
= 0,
pour l'eoulement plan, et
(6.4)







D
33
(=

D

) =
u
1
x
1

D
2
=

D
1
= 0
,
pour l'eoulement axisymetrique.
Les onditions (6.3) et (6.4) deoulent des hypotheses u
3
= 0 et u
1
, u
2
independants
de x
3
.
Notons que le troisieme terme dans l'expression du potentiel (6.1) est nul, mais qu'il
permet de retomber exatement sur l'expression de la loi de omportement (F.6) de
l'Annexe F en appliquant (6.2).
6.2.3 Equations du probleme
Les equations qui denissent l'eoulement sont :
- l'equation de l'equilibre quasi-statique :
(6.5) div  + g = 0,
ou g est le veteur des fores de volumes dues a la pesanteur,
- l'equation de la onservation de la masse
(6.6) div 

u = 0.
La glae etant inompressible, ette derniere equation se reduit a l'equation d'inompres-
sibilite
(6.7) u
i;i
=

D
ii
= 0.
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En introduisant le deviateur des ontraintes, deni par
(6.8)

S =

   pI
et ave g =  ge
2
, les equations preedentes se simplient suivant le type d'eoulement
etudie.
6.2.3.1 Eoulement plan (deformations planes)
Pour l'eoulement plan, l'equation de l'equilibre quasi-statique (6.5), projetee sur le
repere de oordonnees artesiennes (x
1
; x
2
; x
3
), se reduit a :
(6.9)





S
11;1
+

S
12;2
+ p
;1
= 0

S
12;1
+

S
22;2
+ p
;2
= g
,
et l'equation d'inompressibilite devient en tenant ompte de (6.3) :
(6.10)

D
11
+

D
22
= 0,
qui peut se reerire en fontion des vitesses sous la forme :
(6.11) u
1;1
+ u
2;2
= 0.
6.2.3.2 Eoulement axisymetrique
Dans le as de l'eoulement axisymetrique, l'equation de l'equilibre quasi-statique (6.5),
projetee sur le repere de oordonnees ylindriques (x
1
; x
2
;), se reduit a :
(6.12)









S
11;1
+

S
12;2
+

S
11
 

S

x
1
+ p
;1
= 0

S
12;1
+

S
22;2
+

S
12
x
1
+ p
;2
= g
,
et l'equation d'inompressibilite se met sous la forme :
(6.13)

D
11
+

D
22
+

D

= 0,
soit en fontion des vitesses, d'apres (6.4) :
(6.14) u
1;1
+ u
2;2
+
u
1
x
1
= 0.
Notons que, dans le as general (glae non isotrope) et pour les deux types d'eoulement,
la ontrainte deviatoire normale au plan de l'eoulement n'est pas nulle (elle est determinee
par

S
33
=  

S
11
 

S
22
).
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6.2.4 Conditions aux limites
Les onditions aux limites sont appliquees a la frontiere du domaine D de la alotte.
Pour notre probleme, nous pouvons distinguer quatre onditions aux limites dierentes :
Surfae
- Condition de surfae libre pour la surfae de la alotte E(x
1
), soit
(6.15)

:n = 
0
n sur E(x
1
)
ou n = (E=x
1
; 1; 0) est le veteur normal a la surfae E(x
1
) et 
0
la pression at-
mospherique.
- Si nous faisons l'hypothese que la surfae libre est la surfae d'equilibre de l'eoulement
stationnaire, alors le taux d'aumulation b doit equilibrer la vitesse normale a la surfae,
soit :
(6.16) b =  

u:n.
Sole roheux
- Condition d'adherene pour la surfae de ontat entre la glae et le sole roheux
B(x
1
), soit :
(6.17)

u(x
1
; B(x
1
)) = 0.
Axe de symetrie
- Condition de symetrie par rapport au do^me en x
1
= 0, soit :
(6.18) u
1
(0; x
2
) = 0.
6.3 Methodes numeriques
6.3.1 Formulation variationnelle
Considerons, omme Meyssonnier (1983), la fontionnelle :
(6.19) J(u
i
; p) =
Z
D
 


D
+ p

D
ii
  g
i
u
i

dD  
Z
E

0
u
i
n
i
ds,
ou


D
est le potentiel de dissipation du polyristal orthotrope lineaire (6.1).
En utilisant (6.2), la variation linearisee ÆJ de J(u
i
; p), obtenue pour des variations
arbitraires Æu
i
et Æp de u
i
et p, s'exprime omme :
(6.20) ÆJ =
Z
D
 

S
ij
Æ

D
ij
+ p Æ

D
ii
+ Æp

D
ii
  g
i
Æu
i

dD  
Z
E

0
Æu
i
n
i
ds.
Sahant que :
(6.21) Æ

D
ij
=
1
2
 
Æu
i
x
j
+
Æu
j
x
i
!
,
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l'utilisation de (6.8) et de la propriete de symetrie du tenseur des ontraintes (
ij
= 
ji
)
onduit aux simpliations suivantes pour (6.20) :
(6.22) ÆJ =
Z
D
 

ij
Æu
i;j
+ Æp

D
ii
  g
i
Æu
i

dD  
Z
E

0
Æu
i
n
i
ds.
L'integration par partie selon x
j
(theoreme de Green-Ostrogradski) du terme 
ij
Æu
i;j
onduit a l'expression suivante :
(6.23) ÆJ =
Z
D
 
 Æu
i
(
ij;j
+ g
i
) + Æp

D
ii

dD +
Z
E
Æu
i
(
ij
n
j
  
0
n
i
) ds.
Les variations Æu
i
et Æp etant arbitraires, la nullite de ÆJ entra^ne la veriation des
equations (6.5), (6.7) et de la ondition aux limites (6.15).
La solution du probleme onsistant a herher les hamps de vitesses

u et pressions p
veriant les equations d'equilibre quasi-statique (6.5) et d'inompressibilite (6.7), satis-
faisant les onditions aux limites (6.15), (6.17) et (6.18), et dont la loi de omportement
est denie par (6.1), est donnee par la stationnarite de J sur l'ensemble des hamps de
vitesses inematiquement admissibles ('est-a-dire veriant (6.17) et (6.18)).
6.3.2 Methode des elements nis
L'objetif de e paragraphe n'est pas d'exposer en detail la methode des elements nis,
mais de presenter les partiularites propres a notre probleme (pour plus de detail, voir
par exemple Dhatt et Touzot, 1984).
La formulation exposee au paragraphe preedent onduit naturellement au hoix des
variables vitesses et pression pour resoudre le probleme. Notons que ette methode
s'apparente a la methode de penalisation qui onsiste a remplaer l'equation d'inom-
pressibilite (6.7) par

D
ii
= p, ave  suÆsamment petit (Meyssonnier, 1983).
Le ode numerique developpe par Meyssonnier (1983) est base sur la formulation
faible du probleme enone au paragraphe 6.2 qui onsiste a exprimer la stationnarite de
la fontionnelle (6.19), soit :
(6.24) ÆJ = 0.
Cette formulation est dite faible ar l'eriture (6.24) suppose seulement que

u est
ontinue et a derivee premiere ontinue par moreaux, tandis que l'equation de l'equilibre
quasi-statique (6.5) fait intervenir les derivees seondes de la vitesse

u, qui est don
ontinue et a derivees partielles ontinues jusqu'a l'ordre 2.
Le prinipe de la methode des elements nis onsiste a disretiser le domaine d'etude
omplexe D par un nombre ni d'elements de forme geometrique simple. Sur haque
element, les hamps de vitesses et pressions sont representes par des polyno^mes determines
par leurs valeurs en ertains points appeles nuds.
Comme Meyssonnier (1983) nous utilisons des elements triangulaires a 6 nuds (T6)
ave une interpolation quadratique de la vitesse et lineaire de la pression, qui est don
determinee uniquement aux nuds sommets des triangles. La regle generale imposant a
la pression d'e^tre interpolee ave des polyno^mes de moindre degre que eux utilises pour
la vitesse est don respetee. La pression est soit supposee ontinue entre deux elements
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ontigus, e qui revient a exprimer l'inompressibilite en moyenne, soit disontinue, e qui
impose l'inompressibilite en tout point de haque element. Nous adoptons une pression
ontinue ar ette solution diminue le nombre d'inonnues nodales et semble onduire a
une meilleure preision sur le hamp de vitesses.
La loi de omportement marosopique etant lineaire, l'equation (6.24) onduit a un
systeme d'equations lineaires, dont les inonnues sont les valeurs nodales de vitesses et
de pression, qui est resolu par la methode de Gauss. La temperature et la fabrique (2
parametres k
i
et le parametre d'orientation '
o
) sont denies en haque nud du maillage.
Dans e hapitre, e sont des donnees initiales du probleme que nous ne faisons pas
evoluer. Nous verrons plus loin les dierents hamps de temperatures et de fabriques
adoptes.
6.3.3 Adimensionnement
Pour simplier l'analyse nous travaillons ave des variables adimensionnees. Nous ee-
tuons les aluls sur un maillage de hauteur
~
H(x
1
= 0) = 1, le parametre de la loi de
Glen valant
~
B
1
( 10
o
C) = 1 et les fores de volumesfg = 1. Par onsequent, en utilisant
es notations, le symbole ~ designant les quantites adimensionnees, les autres variables
adimensionnees sont denies dans le Tableau 6.1 a partir de H(x
1
= 0), B
1
( 10
o
C) et
g. Dans la suite, nous noterons B
1
la valeur du parametre de la loi de Glen a T =  10
o
C
et H
0
la hauteur de la alotte en x
1
= 0.
Quantite Dimension Valeur adimensionnee
Longueur [m℄ ~x
i
= x
i
=H
0
Temps [a℄
~
t = tB
1
gH
0
Vitesse [ma
 1
℄
~
u
i
= u
i
=(B
1
gH
2
0
)
Vitesse de deformation [a
 1
℄
~

D
ij
=

D
ij
=(B
1
gH
0
)
Contrainte [MPa℄
~

S
ij
=

S
ij
=(gH
0
)
Fluidite [MPa
 1
a
 1
℄
~
B
1
(T ) = B
1
(T )=B
1
Fores volumiques [MPam
 1
℄ fg = 1
Aumulation [ma
 1
eq. glae℄
~
b = b=(B
1
gH
2
0
)
Tab. 6.1: Variables adimensionnees.
6.4 Geometrie de la alotte etudiee
6.4.1 Prol de Vialov (1958)
Nous adoptons dans la suite une geometrie de alotte simpliee presentant un axe de
symetrie x
1
= 0 et un lit roheux horizontal (i.e. B(x
1
) = 0 et E(x
1
) = H(x
1
)). Vialov
(1958) a propose une solution analytique pour l'eoulement plan stationnaire de glae
isotrope de e type de alotte simpliee. Les hypotheses et les aluls qui onduisent a
l'equation de la surfae et aux vitesses sont presentes dans l'Annexe G.
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L'equation (G.5) obtenue en Annexe G, denissant le prol de la surfae de Vialov
(1958), s'erit sous forme adimensionnee :
(6.25)
~
H
4
= 1  3
~
b~x
2
1
,
ou  = 2 pour l'eoulement plan et  = 1 pour l'eoulement axisymetrique.
La alotte theorique que nous adoptons presente un rapport d'aspet  = H
0
=L =
1:83 10
 2
, soit pour une hauteur au do^me H
0
= 1000m, une longueur de la alotte
L = 54:5km.
6.4.2 Le maillage
Le maillage est realise par nappes d'elements retangulaires omposes de quatre triangles
T6 (4T6) (f. Figure 6.2). Le nombre de nuds sur une vertiale est don onstant. Pour
l'eoulement plan, la presene d'un axe de symetrie en x
1
= 0 permet de ne mailler que
la moitie de la alotte (x
1
 0), omme pour l'eoulement axisymetrique.
Les quantites (vitesses, ontraintes, . . . ) varient beauoup plus lentement dans la
diretion horizontale que dans la diretion vertiale. Par onsequent, il est possible
d'adopter une geometrie d'elements dont la dimension horizontale est superieure a la
dimension vertiale (i.e. elements allonges). Cette demarhe est justiee dans le as de
notre probleme ar nous onnaissons l'ordre de grandeur relatif des gradients vertiaux
et horizontaux des dierentes quantites interpolees. Cei revient en quelque sorte a faire
une approximation du type de l'eoulement en ouhe mine, tout en gardant entier
le systeme d'equations qui regit l'eoulement, l'avantage etant de pouvoir diminuer la
dimension horizontale des elements dans les zones ou les quantites presentent les varia-
tions horizontales les plus importantes. Pour notre eoulement, es zones sont le do^me
(x
1
= 0) et le bord de la alotte (x
1
= L). Par ailleurs, la ondition de vitesse nulle au
ontat du lit roheux onduit a un gradient vertial de vitesses plus eleve dans la zone
prohe du lit roheux que vers la surfae libre. Par onsequent, le maillage est aÆne
dans le sens horizontal dans la zone prohe de l'axe du do^me et dans le sens vertial dans
la zone prohe du lit roheux.
Un maillage est araterise par les nombres de bandes de 4T6 horizontales N
b1
et
vertiales N
b2
. Le nombre de nuds est N
d
= 8N
b1
N
b2
+ 2(N
b1
+N
b2
) + 1 et le nombre
d'elements T6 est N
el
= 4N
b1
N
b2
. La progression de la taille des elements 4T6 est denie
par une suite geometrique de raison r
1
pour l'horizontale et r
2
pour la vertiale, l'element
de base etant pris dans le oin deni par l'intersetion de l'axe du do^me et du lit roheux.
Nous avons realise des tests numeriques en xant N
b1
= 60 et N
b2
= 10, soit N
d
=
4941, pour mesurer l'inuene des raisons r
1
et r
2
sur le hamp des vitesses. La glae
est supposee isotrope et isotherme lors de es tests. Les resultats sont ompares a une
solution dite "de referene" obtenue ave un maillage ontenant beauoup plus de nuds
(N
b1
= 80, N
b2
= 15, soit N
d
= 9791) mais dont la taille des elements ne varie pas (i.e.
r
1
= r
2
= 1). L'objetif est d'obtenir ave le maillage ontenant le moins de nuds
possible un hamp de vitesses le plus prohe possible de la solution "de referene", en
jouant sur la valeur des raisons r
1
et r
2
.
Dans le sens horizontal, si r
1
= 1, le alul des vitesses est moins bon au voisinage de
l'axe, mais si r
1
est trop grand (r
1
> 1:03) le maillage devient vraiment trop la^he pour
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Fig. 6.2 : Exemple de maillage lorsque N
b1
= 60, N
b2
= 15, r
1
= 1:1 et r
2
= 1:1.
L'ehelle selon la vertiale est 20 fois superieure a elle selon l'horizontale. On peut
observer la progression de la taille des elements selon l'horizontale et la vertiale.
representer orretement les variations de vitesses au front (a droite sur la Figure 6.2).
Une valeur r
1
= 1:01 semble onvenir pour satisfaire, "au mieux", a es deux onditions.
Il est possible d'adopter une valeur superieure a r
1
= 1:01 pour r
2
selon la vertiale
puisque le nombre de bandes est moins important que selon l'horizontale (N
b2
< N
b1
).
Les tests que nous avons eetues montrent qu'une valeur r
2
= 1:1 n'aete pas trop
l'approximation des vitesses en surfae et ameliore notablement le alul des vitesses aux
nuds prohes du lit roheux.
Au bord de la alotte, en x
1
= L, la presene d'un point d'arre^t peut onduire a des
problemes numeriques. De plus, ave un maillage par bandes, omme la surfae oupe le
lit roheux en e point, tous les nuds de la derniere vertiale sont onfondus. Pour es
raisons, le domaine est oupe legerement avant le point d'arre^t ( 1% de L), de faon
a reer un front vertial de l'ordre du tiers de la hauteur au do^me. Cei ne hange pas
enormement le prol de la surfae de Vialov (1958) qui se termine deja par un front tres
raide (mais pas vertial).
La Figure 6.2 montre le maillage de la alotte theorique, de rapport d'aspet  =
0:018, lorsque N
b1
= 60, N
b2
= 15, r
1
= 1:01 et r
2
= 1:1, soit un nombre total de
nuds N
d
= 7351 et d'elements T6 N
el
= 3600. On peut observer sur la Figure 6.2 la
progression de la taille des elements selon l'horizontale et la vertiale.
Dans la suite, omme Mangeney (1996), nous nous interessons prinipalement a la
zone du do^me (x
1
< 20H
0
). Neanmoins, nous avons hoisi de mailler ompletement
le domaine pluto^t que d'inuener l'eoulement en imposant une ondition de type
inematique en x
1
= 20H
0
(Mangeney, 1996; Shott Hvidberg et al., 1997). C'est pour
ette raison que le maillage n'est pas aÆne dans la zone du bord en x
1
= L. Pour avoir
un hamp de vitesses preis au niveau de ette zone, il faudrait proeder de la me^me
maniere que pour le do^me, e qui augmenterait le nombre de nuds.
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Fig. 6.3 : (a) : Evolution de la onentration de la fabrique Ro en fontion de la profon-
deur dans le forage de GRIP : valeurs mesurees par Thorsteinsson et al., 1997 (erle)
et fontion (6.27) adoptee (ourbe). (b) : Evolution des parametres k
i
orrespondants
en fontion de la hauteur reduite x^
2
.
6.5 Comparaison d'eoulements
6.5.1 Valeurs des parametres de omparaison
Dans les paragraphes suivants, nous omparons les eoulements obtenus en faisant va-
rier les parametres d'entrees du modele. Les dierents hamps imposes (fabriques,
temperatures) sont denis i-dessous. La reherhe de la surfae libre n'est pas eetuee.
Nous omparons don les eoulements qui sont stationnaires pour une me^me surfae
imposee, et par onsequent pour des taux d'aumulation dierents.
6.5.1.1 Denition du hamp de fabriques "GRIP"
Comme Mangeney (1996), pour mettre en evidene l'eet de la fabrique, nous omparons
les eoulements de glae isotrope (k
1
= k
2
= k3 = 1 sur tout le domaine) et de glae
anisotrope dont la fabrique est elle mesuree dans le forage de GRIP (Groenland).
Les fabriques observees dans le forage de GRIP sont presentees au paragraphe 5.3. La
Figure 6.3a presente les valeurs de Romesurees par Thorsteinsson et al. (1997) en fontion
de la profondeur dans le forage de GRIP, ainsi que la fontion polynomiale adoptee pour
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derire ontinu^ment l'evolution de Ro. En introduisant la hauteur reduite
1
denie par :
(6.26) x^
2
= x
2
=H(x
1
),
l'evolution de R
o
dans le forage de GRIP est bien derite pour des profondeurs inferieures
a 2800m par la forme suivante :
(6.27) Ro(x
2
) = 0:945(1   x^
2
2
),
ou x^
2
= x
2
=3003 pour le forage de GRIP.
Dans notre modele, la fabrique est denie a partir de l'ODF parametree (3.34). Pour
une fabrique orthotrope de revolution autour de l'axe e
2
, d'apres les resultats obtenus
au paragraphe 3.5.2, les parametres de l'ODF donnee par (3.34) verient les relations
k
1
= k
3
et '
o
= 0. En introduisant dans (5.14) les expressions de l'ODF parametree
(3.34) et de  donnee par (3.2), il vient la relation suivante, donnant l'expression des
parametres k
i
en fontion du degre d'orientation Ro :
(6.28) k
 2
1
= k
 2
3
= k
2
=
 
1 Ro
1 +Ro
!
2=3
.
En reportant la valeur observee de Ro ajustee selon l'expression (6.27) dans l'equation
(6.28), nous obtenons l'evolution des parametres k
i
en fontion de la hauteur reduite x^
2
pour le forage de GRIP. Cette evolution est donnee sur la Figure 6.3b.
Dans la suite, a defaut de onna^tre le hamp (selon x
1
et x
2
) de fabriques reel,
nous faisons, omme Mangeney (1996) l'hypothese que l'evolution des parametres k
i
est
uniquement fontion de la hauteur reduite x^
2
, en tout point du domaine.
Cette hypothese est disutable puisque la forme des fabriques de GRIP est proba-
blement fortement dependante du fait que le forage est loalise a un do^me. Neanmoins,
elle va nous permettre de quantier l'inuene de l'anisotropie sur l'eoulement. Au
Chapitre 8, nous alulerons le hamp de fabriques, et don les k
i
(x
1
; x
2
) et '
o
(x
1
; x
2
),
ompatible ave un eoulement stationnaire et pour la me^me geometrie de alotte.
6.5.1.2 Denition du hamp de temperatures "GRIP"
De me^me que pour la fabrique, pour tester l'inuene de la temperature sur l'eoulement,
nous omparons l'eoulement isotherme a l'eoulement obtenu lorsque la temperature
varie en fontion de la profondeur.
Le prol de temperature adopte est elui mesure dans le forage de GRIP (Gundestrup
et al., 1993; The Greenland Summit Ie Cores CD-ROM, 1997). La Figure (6.4) presente
l'evolution de la temperature mesuree dans le forage de GRIP en fontion de la profondeur
et de la hauteur reduite x^
2
, ainsi que son approximation par la fontion ontinue adoptee
lors des essais numeriques. La temperature, omme la fabrique, est supposee varier en
fontion de la hauteur reduite x^
2
de faon identique sur tout le domaine.
1
A ne pas onfondre ave la hauteur adimensionnee ~x
2
= x
2
=H
0
.
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Fig. 6.4 : Evolution de la temperature en fontion de la profondeur (gauhe) et de la hau-
teur reduite x^
2
(droite) dans le forage de GRIP : valeurs mesurees d'apres Gundestrup
et al. (1993) (erle) et fontion ontinue adoptee (ourbe). La ourbe tiretee represente
la valeur moyenne T =  27:9
o
C.
6.5. Comparaison d'eoulements 99
6.5.1.3 Dierents omportements de grain
Pour un essai donne, le omportement du grain est identique sur tout le domaine. Pour
tous les essais, la valeur de B
1
= B
1
( 10
o
C) est identique et nous faisons varier les
parametres mirosopiques  et , la valeur de  etant determinee en utilisant la relation
(4.27). Pour une temperature T , la valeur de la uidite B
1
(T ) est donnee par la relation
(1.4), ou l'energie d'ativation vaut Q = 78 kJmol
 1
.
6.5.1.4 Dierents types d'eoulement
Nous omparons les eoulements plan (deformations planes) et axisymetrique.
6.5.1.5 Caraterisation d'un eoulement
Le Tableau 6.2 presente les dierentes valeurs que peuvent prendre les entrees du modele.
Pour arateriser un essai, nous utilisons la notation suivante fType d'eoulement, Pa-
rametres du grain, Fabrique, Temperatureg ou les dierents parametres sont denis dans
le Tableau 6.2. Par exemple, fAXI, Gr2, F
GRIP
, T
 27:9
g signie que l'eoulement est
axisymetrique, le omportement du grain est Gr2 ( = 0:01 et  = 1:0), le hamp de
fabriques est "GRIP", et le hamp de temperatures est isotherme ave T =  27:9
o
C.
Type d'eoulement
Deformations planes Axisymetrique
DP AXI
Grain
 0:1 0:01 0:3 0:1 0:1
 1:0 1:0 1:0 0:7 3:5
Code Gr1 Gr2 Gr3 Gr4 Gr5
Fabrique
Isotrope "GRIP"
F
ISO
F
GRIP
Temperature
Isotherme "GRIP"
T
T
o
C
T
GRIP
Tab. 6.2: Caraterisation d'un eoulement.
Dans les paragraphes suivants, nous omparons les resultats a l'eoulement de referene
fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 27:9
g. Nous etudions suessivement l'eet du omportement du
grain, de la fabrique, de la temperature et du type d'eoulement (deformations planes
ou axisymetrique). Nous nous limitons a la omparaison des vitesses en surfae (vitesse
horizontale et aumulation) et a elle des prols vertiaux de vitesses. Une analyse plus
detaillee des hamps de ontraintes et vitesses de deformation sera faite au Chapitre 8
sur les eoulements obtenus par la methode ouplee.
6.5.2 Inuene de la fabrique
Pour mettre en evidene l'inuene de la fabrique sur l'eoulement, nous omparons les
eoulements fDP , Gr1, F
ISO
, T
 27:9
g et fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 27:9
g (f. Tableau 6.2
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pour la denition des notations).
La Figure 6.5 ompare les vitesses adimensionnees horizontales (a et ) et vertiales
(b et d) pour les eoulements a fabrique "GRIP" (trait plein) et a fabrique isotrope
(tirets). En aord ave les resultats obtenus par Mangeney (1996), l'eoulement de
glae anisotrope (GRIP) est approximativement deux fois plus rapide que l'eoulement
de glae isotrope. Nos resultats dierent ependant puisque nous n'avons pas adopte la
me^me surfae ni le me^me omportement de grain (le omportement du grain du modele
de Mangeney (1996) est tel que  = 0).
Pour quantier l'inuene du hamp de fabriques "GRIP" sur la forme des prols
vertiaux de vitesses, nous avons trae sur la Figure 6.5 (pointilles) le prol vertial
de vitesse horizontale pour la glae isotrope tel que la vitesse en surfae soit egale a
elle obtenue ave la glae anisotrope. Cei revient a multiplier le hamp de vitesses
de la glae isotrope par 1:8. La omparaison de ette ourbe ave elle de l'eoulement
anisotrope montre que, au voisinage du lit roheux, le gradient de deformation horizontale
est plus important ave le hamp de fabriques "GRIP" qu'ave le hamp isotrope. La
forme partiuliere du hamp de fabriques "GRIP" impose, entra^ne une augmentation
progressive en fontion de la profondeur de la uidite en isaillement parallelement a
l'axe horizontal. Par onsequent, la glae profonde est approximativement 2:17 fois plus
faile a isailler que elle de surfae (valeur de  =B
1
pour  = 0:1 et  = 1:0), d'ou la
dierene entre la ourbe pleine et elle en pointilles sur la Figure 6.5.
Notons que la solution analytique de Vialov (1958) (representee par les symboles + sur
la Figure 6.5) donne une bonne approximation des hamps de vitesses pour l'eoulement
isotrope isotherme, me^me si le rapport d'aspet de notre alotte est superieur a la va-
leur adoptee en general pour faire ette approximation (soit  = 10
 3
Hutter, 1993;
Ritz, 1992). Neanmoins, l'observation des prols vertiaux de vitesses indique que ette
solution sous evalue les vitesses vertiales de l'ordre de 5% en ~x
1
= 20 et de 15% en
~x
1
= 0 (eart maximum), par rapport a la solution donnee par la methode des elements
nis. Cei onrme que l'approximation de la ouhe mine a l'ordre 0 est d'autant
moins bonne que l'on se rapprohe de l'axe de symetrie de la alotte ou les gradients
horizontaux des vitesses ne sont plus negligeables par rapport aux gradients vertiaux.
6.5.3 Inuene de la temperature
Pour mettre en evidene l'inuene de la temperature sur l'eoulement, nous omparons
les eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 19:8
g et fDP , Gr1, F
GRIP
, T
GRIP
g (f. Tableau
6.2 pour la denition des notations).
La temperature dans le forage de GRIP ro^t de  31:7
Æ
C en surfae a  8:4
Æ
C
au ontat du lit roheux, soit une variation de 23:3
Æ
C. La relation (1.4) donnant la
dependane du parametre de la loi de Glen B
1
a la temperature montre que la uidite
de la glae isotrope B
1
(T ) a  8:4
Æ
C est approximativement trente fois plus grande que
elle a  31:7
Æ
C.
Selon les resultats de Pimienta et al. (1987), la uidite en isaillement d'un polyristal
dont tous les axes  ont la me^me orientation est environ dix fois elle de la glae isotrope
a la me^me temperature. Ave le modele a ontraintes homogenes e rapport vaut au
maximum 2:5. Par onsequent, la dierene de omportement due a la variation de
temperature entre les glaes de surfae et les glaes profondes va inuener le hamp
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Fig. 6.5 : Inuene de la fabrique. Comparaison des prols de vitesses pour les
eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 27:9
g (trait plein) et fDP , Gr1, F
ISO
, T
 27:9
g (ti-
rets). (a) : vitesse horizontale u
1
en surfae ; (b) : aumulation b en surfae ; () :
prol de vitesse horizontale
~
u
1
en ~x
1
= 20 ; (d) : prol de vitesse vertiale
~
u
2
en ~x
1
= 0
(ourbe et Æ) et ~x
1
= 20 (ourbe seule). Sur haque graphe la solution analytique de
Vialov (1958) pour l'eoulement 2D isotrope isotherme (G.6) est representee par les +.
Sur le graphe () est represente par des pointilles le prol de vitesse de la glae isotrope
tel que la vitesse horizontale en surfae soit egale a elle de l'eoulement anisotrope.
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Fig. 6.6 : Inuene de la temperature. Comparaison des prols de vitesse pour les
eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 19:8
g (trait plein) et fDP , Gr1, F
GRIP
, T
GRIP
g (ti-
rets). Les pointilles representent les vitesses pour l'eoulement fDP , Gr1, F
ISO
, T
GRIP
g.
(a) : vitesse horizontale u
1
en surfae ; (b) : aumulation b en surfae ; () : prol de
vitesse horizontale
~
u
1
en ~x
1
= 20 ; (d) : prol de vitesse vertiale
~
u
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en ~x
1
= 20.
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de vitesses de faon ertainement plus visible que l'eet de la fabrique sur une glae
isotherme.
Pour faire la omparaison, la temperature du hamp isotherme est prise egale a
T =  19:8
Æ
C. Cette valeur est hoisie de faon a obtenir la me^me vitesse horizontale en
surfae en ~x
1
= 20 pour les eoulements isotherme et a temperature "GRIP" (f. Figure
6.4).
Sur la Figure 6.6 est trae (pointilles) le hamp de vitesses obtenu pour une fabrique
isotrope et le hamp de temperatures "GRIP". Cet eoulement (pointilles) est globa-
lement moins rapide que elui anisotrope isotherme (trait plein), me^me si pres du lit
roheux les vitesses sont superieures pour l'eoulement isotrope a temperature "GRIP".
La Figure 6.6 montre l'inuene du hamp de temperatures sur la forme du prol
vertial de vitesse horizontale. Nous observons, en ~x
1
= 20, que la glae est isaillee sur
une bande d'epaisseur 0:2H pour l'eoulement a temperature "GRIP", tandis que ette
bande est de 0:8H pour l'eoulement isotherme. La omparaison des vitesses horizon-
tales en ~x
1
= 20 pour les eoulements a temperature "GRIP" montre que la vitesse de
l'eoulement anisotrope est deux fois superieure a elle de l'eoulement isotrope. Cette
valeur est a omparer a elle de 1:8 obtenue lorsque le hamp de temperatures est iso-
therme. Cei montre qu'un hamp de temperatures variable en fontion de la profon-
deur, tel que elui de GRIP, augmente l'eet de l'anisotropie par rapport a un hamp
isotherme, en onentrant la deformation dans les zones profondes haudes ou la fabrique
est onentree.
6.5.4 Inuene du omportement du grain
Pour mettre en evidene l'inuene du omportement du grain, nous etudions separement
l'inuene de  et . Nous rappelons que tous les eoulements sont alules pour
une me^me valeur de B
1
, la valeur de  etant alulee par (4.27) pour haque ouple
(; ). Pour etudier l'inuene de , nous omparons les eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
,
T
 27:9
g, fDP , Gr2, F
GRIP
, T
 27:9
g et fDP , Gr3, F
GRIP
, T
 27:9
g, puis pour elle de 
les eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 27:9
g, fDP , Gr4, F
GRIP
, T
 27:9
g et fDP , Gr5,
F
GRIP
, T
 27:9
g (f. Tableau 6.2 pour la denition des notations). Le leteur se reportera
au paragraphe 2.2.1 pour la denition des parametres du grain  et .
La Figure 6.7 montre l'inuene du parametre  sur l'eoulement de la alotte polaire.
Pour le grain,  est le rapport entre la uidite en isaillement dans le plan de base et
elle parallele au plan de base. Nous avons vu que, pour une me^me valeur de B
1
, plus
 est petit, plus la deformation du grain en isaillement parallelement au plan de base
est aisee. Etant donne la forme partiuliere du hamp de fabriques impose (GRIP, i.e.
onentration des axes  vers la vertiale), nous obtenons une reponse similaire de la
alotte polaire, i.e. plus  est petit plus l'eoulement de la alotte polaire est aelere.
Le rapport des uidites en isaillement parallelement au plan de base du grain,  ,
pour  = 0:01 et  = 0:3 vaut  
(=0:01)
= 
(=0:3)
= 1:43. Pour la alotte polaire, le
rapport entre les vitesses en surfae en ~x
1
= 20 pour  = 0:01 et  = 0:3 est de l'ordre
de 1:35. La valeur 1:43 orrespond a la valeur maximum qui serait atteinte pour une
nappe innie d'epaisseur uniforme soumise a un isaillement simple et dont tous les grains
auraient exatement la me^me orientation vertiale. Dans notre appliation, auune de
es onditions n'est remplie et il est don logique de trouver un rapport des vitesses de
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Fig. 6.7 : Inuene du parametre . Comparaison des prols de vitesse pour  = 1:0 et
 = 0:01 (pointilles),  = 0:1 (trait plein) et  = 0:3 (tirets). (a) : vitesse horizontale
u
1
en surfae ; (b) : aumulation b en surfa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l de vitesse verti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surfae inferieur a 1:43.
Sur la Figure 6.8, nous observons que l'inuene du parametre mirosopique  est
nettement moins importante que elle de . Rappelons que  represente le rapport entre
les uidites du grain en ompression-tration selon une diretion ontenue dans le plan
de base et selon la diretion de l'axe .
Au paragraphe 5.2.2, nous avons montre que pour des essais de ompression-tration
sur un polyristal initialement isotrope, l'inuene de  etait de la me^me importane que
elle de , voire superieure . Or, au sein de la alotte polaire, au voisinage du lit roheux
ou tous les axes  des grains sont orientes vertialement, le mode de deformation est
prinipalement un isaillement parallele a l'axe horizontal. Par onsequent, il est logique
que l'inuene de  a l'ehelle de la alotte polaire soit beauoup moins marquee que
elle de .
Neanmoins, pour une me^me valeur de , nous observons que plus  est grand (i.e.
plus le grain est faile a deformer en ompression-tration selon une diretion ontenue
dans le plan de base par rapport a la diretion de l'axe ) plus l'eoulement de la alotte
polaire est rapide. Une expliation de e resultat peut e^tre donnee en observant que, pour
des valeurs de B
1
et  identiques, la uidite en isaillement  , donnee par (4.27), est
d'autant plus importante que  est grand. Par exemple, pour  = 0:1, le rapport  =B
1
vaut 2:17 pour  = 1:0, et 2:25 pour  = 3:5. Par onsequent, puisque 'est au voisinage
du lit roheux, ou la fabrique est onentree, que la glae subit le plus de deformation,
l'eoulement a l'ehelle de la alotte polaire est d'autant plus rapide que  est grand, et
don que  est grand.
6.5.5 Inuene du type d'eoulement
Pour mettre en evidene l'inuene du type de l'eoulement nous omparons les eoulements
fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 19:8
g et fAXI, Gr1, F
GRIP
, T
 19:8
g (f. Tableau 6.2 pour la
denition des notations).
Les resultats analytiques presentes en Annexe G montrent que, dans l'hypothese de
la ouhe mine a l'ordre 0, pour une me^me surfae et une glae isotrope, les eoulements
plan et axisymetrique onduisent au me^me hamp de vitesses horizontales. La Figure
6.9 indique que ette propriete est onservee pour l'eoulement de glae isotherme dont
la fabrique est elle de GRIP. Nous avons aussi verie que ette propriete etait onservee
lorsque le hamp de temperatures n'est pas isotherme.
De me^me que pour l'eoulement isotrope (f. Annexe G), l'aumulation en surfae
neessaire pour obtenir la stationnarite de la surfae est deux fois plus importante pour
l'eoulement axisymetrique que pour l'eoulement plan (f. Figure 6.9b). Les vitesses
vertiales de l'eoulement axisymetrique sont approximativement deux fois superieures
a elles obtenues ave l'eoulement plan (2:0 en ~x
1
= 0 et 1:92 en ~x
1
= 20).
Pour illuster l'inuene du type de l'eoulement, nous avons trae sur les Figure 6.10
et 6.11 l'evolution de l'a^ge en fontion de la profondeur en x
1
= 10, et les lignes de
ourant obtenues pour les deux types d'eoulement, respetivement. Pour une me^me
profondeur, l'eoulement axisymetrique prevoit un a^ge de la glae deux fois plus jeune
que l'eoulement plan, et les lignes de ourant de l'eoulement axisymetrique desendent
beauoup plus profond que elles de l'eoulement plan. Cei montre l'inuene du hoix
du type de l'eoulement, sahant que les onditions d'un eoulement reel se situe entre es
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Fig. 6.8 : Inuene du parametre . Comparaison des prols de vitesse pour  = 0:1 et
 = 0:7 (pointilles),  = 1:0 (trait plein) et  = 3:5 (tirets). (a) : vitesse horizontale u
1
en surfae ; (b) : aumulation b en surfae ; (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Fig. 6.9 : Inuene du type d'eoulement. Comparaison des prols de vitesse pour les
eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 19:8
g (trait plein) et fAXI, Gr1, F
GRIP
, T
 19:8
g
(tirets). (a) : vitesse horizontale u
1
en surfae ; (b) : aumulation b en surfae ; () :
prol de vitesse horizontale
~
u
1
en ~x
1
= 20 ; (d) : prol de vitesse vertiale
~
u
2
en ~x
1
= 0
(ourbe et Æ) et en ~x
1
= 20 (ourbe seule).
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ourant obtenues pour les eoulement plan (trait ontinu) et axi-
symetrique (tirets). Le alul des lignes de ourant est explique dans le Chapitre suivant
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deux types d'eoulement bidimensionnels. Ces resultats sont similaires a eux obtenus
par Shott Hvidberg (1996).
Nous verrons dans le Chapitre 8 que le type d'eoulement inuene la forme des
fabriques obtenues a la onvergene du alul ouple des vitesses et de la fabrique.
6.6 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons pose les equations qui regissent l'eoulement, plan ou
axisymetrique, de glae orthotrope. Nous avons formule le probleme sous forme varia-
tionnelle et pose les equations qui permettent sa resolution par la methode des elements
nis.
En un point du domaine, le omportement loal du polyristal de glae depend de la
fabrique (3 parametres de l'ODF parametree (3.34)), de la temperature et du omporte-
ment mirosopique du grain ( ,  et  supposes identiques sur tout le domaine).
Ensuite, nous avons realise une serie de omparaisons ave pour objetif de quantier
l'inuene de la fabrique, de la temperature, du omportement du grain et du type
d'eoulement. Ces tests, realises pour une me^me surfae libre supposee e^tre la surfae
de l'eoulement stationnaire, montrent que :
- l'inuene d'un hamp de fabriques tel que elui observe a GRIP peut onduire, suivant
le omportement du grain, a un eoulement deux fois plus rapide que elui de glae
isotrope a la me^me temperature.
- ette aeleration de l'eoulement est enore ampliee lorsque la temperature n'est plus
isotherme mais evolue en fontion de la profondeur omme la temperature observee a
GRIP.
- l'eoulement est plus sensible au parametre mirosopique  qu'a  pour une me^me
valeur du parametre de la glae isotrope B
1
.
- le type d'eoulement (deformations planes ou axisymetrique) n'inuene que le hamp
des vitesses vertiales, ave des vitesses vertiales pour l'eoulement axisymetrique ap-
proximativement deux fois superieures a elles de l'eoulement plan.
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Chapitre 7
Evolution de la fabrique pour un
hamp de vitesses donne
7.1 Introdution
Dans e hapitre, nous detaillons la methode utilisee pour aluler la fabrique en tout
point du domaine, pour un hamp de vitesses donne, et en supposant le omportement
du polyristal onnu en tout point, et la fabrique de surfae isotrope. Cette methode
utilise les lignes de ourant de l'eoulement pour aluler l'evolution de la fabrique.
Ensuite, nous omparons les resultats des quatre methodes d'evolution de la fabrique
presentees au paragraphe 3.6, en alulant l'evolution de la fabrique le long d'une ligne
de ourant de la alotte polaire theorique utilisee au Chapitre 6. L'objetif de ette
omparaison est de montrer que les resultats obtenus ave l'hypothese impliite d'une
fabrique orthotrope (i.e. en utilisant l'ODF parametree (3.34)) sont similaires a eux ou
la fabrique est quelonque (i.e. soit en utilisant une desription de la fabrique sous forme
de grains disrets, soit ave l'ODF disretisee).
Enn, nous appliquons ette methode a l'ensemble du domaine, en adoptant l'ODF
parametree (3.34) omme modele de representation de la fabrique.
7.2 Evolution de la fabrique le long d'une ligne de ourant
7.2.1 Probleme a resoudre
Le probleme a resoudre est le suivant : "pour un domaineD, onnaissant le omportement
du materiau, le hamp de vitesses sur e domaine et la fabrique sur les frontieres ou la
matiere entre (surfae libre ou la fabrique est isotrope), aluler le hamp de fabriques
stationnaire pour et eoulement".
Notons que ei ne revient pas a aluler le hamp de fabriques pour l'eoulement
stationnaire. La determination des hamps de vitesses et de fabriques orrespondant a
l'eoulement stationnaire pour une geometrie donnee est l'objet du Chapitre 8.
L'evolution de la fabrique est entierement denie par l'equation de la onservation
du nombre de grains (3.10), ou les vitesses de rotation des grains
_
 et _' sont donnees
par (3.43) dans le as partiulier d'eoulements plan ou axisymetrique. Les hamps
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des ontraintes deviatoires

S
11
,

S
22
et

S
12
et le hamp des vitesses de rotation

W
12
apparaissant dans les equations (3.43) sont des donnees alulees par la methode des
elements nis.
La ondition de stationnarite (f sin )=t = 0 implique que l'equation (3.10) se sim-
plie sous la forme suivante
(7.1)
f sin 
x
i
u
i
+

_
f sin 

+
 _'f sin 
'
= 0.
7.2.2 Methode des lignes de ourant
Comme nous avions utilise la methode des lignes de ourant pour resoudre l'equation de
la onservation de la masse dans le neve ompressible (Gagliardini et Meyssonnier, 1997),
nous adoptons ette methode pour resoudre l'equation de la onservation du nombre de
grains pour les glaes anisotropes. Chastel et al. (1993) ont applique ette methode
pour modeliser l'evolution de la fabrique dans le manteau superieur. La plupart des
appliations proposees dans la litterature utilisent une desription sous forme de grains
disrets pour la fabrique (Mathur et al., 1990; Koks et al., 1991; Chastel et al., 1993).
Notons que la plupart des maillages restent de taille raisonnable (i.e. nombre de nuds
inferieur a 1000) mais que ertaines appliations sont tridimensionnelle (Beaudoin et al.,
1993)
La methode des lignes de ourant onsiste a resoudre l'equation (7.1) en suivant le po-
lyristal le long de sa trajetoire depuis la surfae ou la fabrique est onnue. L'eoulement
etant suppose stationnaire, les trajetoires et les lignes de ourant sont onfondues. C'est
don une methode de type Lagrangienne ou l'evolution de la fabrique est determinee en
suivant le polyristal dans son mouvement le long de sa trajetoire au sein de la alotte
polaire.
En introduisant l'absisse urviligne s le long de la ligne de ourant, et u
s
la vitesse
tangente a la ligne de ourant, l'equation (7.1) se met sous la forme :
(7.2)
f sin 
s
u
s
+

_
f sin 

+
 _'f sin 
'
= 0.
D'un point de vue numerique, le hamp de vitesses etant onnu, la ligne de ourant
est alulee en resolvant le systeme d'equations :
(7.3)








dx
1
d t
= u
1
dx
2
d t
= u
2
.
Cei est realise par la methode de Runge-Kutta d'ordre 2, en utilisant le hamp
de vitesses donne par le alul des elements nis. Simultanement, l'equation (7.2) est
resolue par une methode de type impliite, dependante du modele de representation de
la fabrique. Nous avons presente au paragraphe 3.6 quatre methodes dierentes pour
resoudre l'equation de la onservation du nombre de grains : la premiere utilise le modele
de grains disrets, la seonde represente la fabrique a l'aide de l'ODF disretisee sur la
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sphere des orientations et les deux dernieres methodes sont basees sur l'utilisation de
l'ODF parametree (3.34).
En remarquant que dans l'equation (7.2) le terme ((f sin )=s)u
s
peut e^tre remplae
par (f sin )=t
s
, ou t
s
mesure le temps qui s'eoule pour le polyristal depuis son
depart en surfae le long de sa ligne de ourant, l'equation (7.2) est alors formellement
identique a l'equation (3.17) resolue au paragraphe 3.6. Par onsequent, les quatre
methodes presentees au paragraphe 3.6 sont appliables diretement a la resolution de
l'evolution de la fabrique le long d'une ligne de ourant. Dans le paragraphe suivant,
nous omparons les evolutions de la fabrique le long d'une ligne de ourant alulees par
es quatre methodes.
7.2.3 Adimensionnement
Comme pour le alul des vitesses, nous faisons le alul de l'evolution de la fabrique
sous forme adimensionnee.
En notant
~
_
 =
_
=(gH
0
B
1
) et
~
_' = _'=(gH
0
B
1
) et en utilisant le Tableau 6.1 pour
adimensionner l'absisse urviligne s et la vitesse u
s
, l'equation (7.2) est reerite sous
forme adimensionnelle, omme :
(7.4)
f sin 
~s
~
u
s
+

~
_
f sin 

+

~
_'f sin 
'
= 0.
Le fait d'obtenir la me^me equation sous forme adimensionnelle montre que le alul
de la fabrique en un point de l'espae des oordonnees adimensionnees de la ligne de
ourant, pour une famille de geometrie de alotte ayant le me^me rapport d'aspet  et
un me^me hamp de temperatures, ne depend que des parametres  et  du grain. En
partiulier, le alul d'evolution de la fabrique ne depend pas de la valeur de B
1
( 10
Æ
),
ni de la valeur des fores de volume g, ni de H
0
.
7.3 Comparaison des quatre methodes
7.3.1 Nombre de parametres et temps de alul
Le Tableau 7.1 presente les partiularites propres a haune des quatre methodes d'evolution
de la fabrique.
Le nombre de parametres neessaires a la desription de la fabrique varie de 3 pour
l'ODF parametree a 32400 lorsque la fabrique est derite a l'aide de l'ODF disretisee
sur la sphere des orientations ave une disretisation de 1
Æ
 1
Æ
. Les deux dernieres
lignes du Tableau 7.1 omparent la duree du alul de l'evolution de la fabrique de t a
t + dt pour les quatre methodes lorsque la fabrique a t est isotrope et tres onentree,
respetivement. L'unite de temps utilisee orrespond a environ 10
 4
s sur notre station
de travail (HP9000-712/80).
Le temps de alul des methodes grains disrets et ODF disretisee ne depend pas
de la fabrique, puisque la proedure de alul est une boule sur le nombre de grains et
de "bo^tes", respetivement. Il appara^t lairement que l'ODF disretisee, tant par le
nombre de donnees a gerer (bo^tes) que par le temps de alul, n'est pas du tout adaptee
a notre probleme.
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Nom
Grains ODF disretisee
ODF parametree:
Moindres arres
ODF parametree:
Methode direte
Nombre de
parametres
882 grains 32400 "bo^tes" k
2
, k
3
et '
o
k
2
, k
3
et '
o
Type de fabrique quelonque quelonque orthotrope orthotrope
Temps (Fab.
Iso.)
69 1800 274 1
Temps (Fab.
onentree)
69 1800 19650 5
Tab. 7.1 : Comparaison des quatre methodes d'evolution de la fabrique. Les lignes 3
et 4 donnent le temps de alul pour l'evolution pendant un pas de temps dt lorsque la
fabrique a t est isotrope et tres onentree, respetivement.
Pour les deux methodes utilisant l'ODF parametree (3.34), le temps de alul d'un
pas d'evolution de la fabrique depend de la fabrique initiale. En eet, les deux methodes
onduisent a integrer numeriquement des fontions a pi et la seule methode able
pour e type d'integration onsiste a disretiser de plus en plus nement les intervalles
d'integration. Par onsequent, plus la fabrique est onentree, plus les pis sont marques
et plus le temps de alul est long.
Pour limiter e temps de alul, nous imposons que le plus petit des parametres de
l'ODF parametree (3.34) ne peut pas depasser une valeur limite inferieure k
min
t 0:002,
qui orrespond a une fabrique ou 99% des orientations des grains sont omprises dans un
intervalle (d;d') de 2
Æ
de rayon. La valeur donnee dans la derniere ligne du Tableau
7.1 orrespond au temps maximum pour aluler la fabrique la plus onentree. Enn,
lorsque la valeur minimum k
min
est atteinte, le omportement du polyristal est suppose
identique a elui d'un seul grain (e qui onduit a ne plus faire l'integration des integrales
J
pq
donnees par (4.9) pour obtenir le omportement du polyristal de glae).
La omparaison des temps de alul fait ressortir l'intere^t de la methode de alul
direte utilisant l'ODF parametree (3.34), qui omme nous l'avons vu au paragraphe
3.6.3.2 ne neessite que le alul de la seule integrale simple (3.54).
L'objetif des paragraphes suivants est de montrer qu'il est possible d'approher
les fabriques obtenues dans les alottes polaires par des fabriques orthotropes et par
onsequent d'utiliser l'ODF parametree (3.34).
7.3.2 Prinipe de la omparaison
A partir du hamp de vitesses alule par la methode des elements nis, nous determinons
les ontraintes

S
11
,

S
22
,

S
12
et la vitesse de rotation

W
12
le long de la ligne de ourant
issue du premier nud situe sur la surfae a droite du do^me (f. Figure 7.1). Ensuite,
nous omparons pour les quatre methodes l'evolution de la fabrique, en imposant es
ontraintes et vitesse de rotation.
Etant donne que nous utilisons trois modeles dierents pour representer la fabrique,
la omparaison des fabriques en projetion de Shmidt n'est ni simple ni preise. Pour
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Fig. 7.1 : Eoulements onsideres pour la omparaison des methodes de alul de
l'evolution de la fabrique. Les parametres de l'eoulements sont eux du paragraphe 6.5.2.
Les deux eoulements utilises pour faire la omparaison sont fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 27:9
g
(trait ontinu) et fDP , Gr1, F
ISO
, T
 27:9
g (tirets). (a) : Lignes de ourant utilisees
pour le alul de l'evolution de fabrique. (b) : Evolution du temps adimensionne
~
t
s
le
long de la ligne de ourant en fontion de ~x
1
.
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ette raison, nous ferons la omparaison sur l'evolution des proprietes meaniques du
polyristal induite par l'evolution de la fabrique, e qui est plus objetif.
L'eoulement etant plan ou axisymetrique, le omportement du polyristal de glae
est entierement deni par
(7.5)
2
4

D
11

D
22
2

D
12
3
5
= B
1
2
4
~
F
11
~
F
12
~
F
13
~
F
21
~
F
22
~
F
23
~
F
31
~
F
32
~
F
33
3
5
2
4

S
11

S
22

S
12
3
5
,
ou les
~
F
ij
sont les uidites adimensionnees marosopiques dans le repere de referene
fRg.
Notons que ette eriture partiuliere ne onduit pas forement a une matrie
~
F
symetrique.
7.3.3 Validation de l'ODF parametree
Nous omparons l'evolution des
~
F
ij
pour haune des quatre methodes, le long d'une
ligne de ourant. Nous limitons l'etude a la zone prohe du do^me (~x
1
 20) puisque le
maillage que nous avons adopte n'est pas suÆsament n pres du bord de la alotte pour
esperer obtenir un hamp de vitesses suÆsament preis dans ette zone.
La omparaison a ete faite sur dierents eoulements (deformations planes ou axi-
symetrique, isotrope ou anisotrope, isotherme ou non-isotherme et pour dierents om-
portements de grain). Nous ne presenterons ii que les resultats obtenus ave les eoulements
a fabrique isotrope fDP , Gr1, F
ISO
, T
 27:9
g et a fabrique "GRIP" fDP , Gr1, F
GRIP
,
T
 27:9
g, denis au paragraphe 6.5.2. Les omparaisons eetuees pour d'autres eoulements
onduisent aux me^mes onlusions.
La Figure 7.1 montre les lignes de ourant utilisees pour la omparaison et l'evolution
du temps de trajet sur la ligne de ourant, en fontion de l'absisse adimensionnee ~x
1
,
pour les eoulements a fabrique isotrope et a fabrique "GRIP".
7.3.3.1 Commentaires sur les eoulements
Sur la Figure 7.2 est traee l'evolution des ontraintes deviatoires
~

S
11
,
~

S
22
,
~

S
12
et de la
vitesse de rotation
~

W
12
en fontion de ~x
1
. Pres de la surfae, l'etat de ontrainte est
une ompression vertiale (
~

S
22
< 0), puis progressivement la ontrainte de isaillement
augmente pour devenir superieure aux ontraintes deviatoires
~

S
11
et
~

S
22
.
Sur la Figure 7.1, nous pouvons verier que l'eoulement a fabrique "GRIP" est
approximativement deux fois plus rapide que elui a fabrique isotrope. Par ontre, omme
Mangeney (1996), nous onstatons que les deux lignes de ourant sont tres prohes l'une
de l'autre. La trajetoire des partiules de glae est tres peu modiee par l'anisotropie.
Sur la Figure 7.2 nous pouvons remarquer que les eoulements a fabrique isotrope
et "GRIP" onduisent a une evolution similaire de la ontrainte de isaillement
~

S
12
le
long de la ligne de ourant. Par ontre, les ontraintes deviatoires
~

S
11
et
~

S
22
du as
anisotrope sont superieures en valeur absolue a elles du as isotrope et ne suivent pas
la me^me evolution. Notamment, nous verions que l'hypothese de deformations planes
entraine
~

S
33
= 0 pour le as isotrope, e qui n'est plus vrai pour l'eoulement a fabrique
"GRIP".
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Fig. 7.2 : Evolution des ontraintes deviatoires adimensionnees
~

S
11
,
~

S
22
,
~

S
12
et de
la vitesse de rotation adimensionnee
~

W
12
en fontion de ~x
1
pour les eoulements ave
fabrique "GRIP" (trait plein) et fabrique isotrope (tirets).
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On a vu au paragraphe 6.5.2 que la vitesse horizontale en surfae du as anisotrope
est approximativement le double de elle du as isotrope. Les vitesses horizontales etant
nulles au ontat du lit roheux et les variations horizontales etant negligeables par
rapport aux variations vertiales, il est logique d'obtenir une vitesse de rotation
~

W
12
pour
l'eoulement anisotrope approximativement deux fois superieure a elle du as isotrope.
Tous es resultats onernant la dierene entre les eoulements isotrope et anisotrope
sont en aord ave eux obtenus par Mangeney et al. (1996).
7.3.3.2 Comparaison de l'evolution du omportement
Les Figures 7.3 et 7.4 montrent l'evolution des uidites adimensionnees
~
F
ij
denies par
(7.5), en fontion du temps
~
t
s
le long de la ligne de ourant. On onstate un relativement
bon aord entre les resultats obtenus ave les quatre methodes. Les deux methodes
utilisant l'ODF parametree sont tres prohes puisque la dierene relative sur les uidites
~
F
ij
est inferieure a 1%.
La Figure 7.5 presente, pour les deux eoulements, l'evolution de l'erreur relative sur
~
F
11
,
~
F
22
et
~
F
33
de la solution obtenue ave la methode direte de l'ODF parametree
(3.34), par rapport a la methode des grains disrets. Il appara^t que l'erreur relative
ne depasse pas 1:5% pour le as isotrope et 3:0% pour le as anisotrope. Globalement,
l'erreur relative augmente lorsque la fabrique se onentre, pour atteindre une valeur
maximum lorsque le plus petit des parametres de l'ODF parametree (3.34) atteint la
valeur k
min
= 0:002. Ensuite, pour l'ODF parametree, le omportement est alule en
supposant que tous les grains du polyristal ont la me^me orientation. Lors de e hange-
ment, l'erreur relative devient nulle e qui signie que tous les grains ont eetivement
la me^me orientation et que les methodes direte de l'ODF parametree (3.34) et grains
disrets onduisent a la me^me diretion d'orientation du maximum de la fabrique. L'er-
reur relative observee avant que k
min
ne soit atteint n'est don pas la onsequene d'une
dierene d'orientation des maximums entre la methode des grains disrets et la methode
direte de l'ODF parametree. Cette erreur relative est la onsequene de problemes
d'integration numerique lors du alul du omportement marosopique du polyristal,
et don des
~
F
ij
, lorsque un des parametres k
i
devient tres petit (integration de fontion
a pi) .
Notons que l'erreur relative n'est pas nulle a
~
t
s
= 0 pour la fabrique isotrope.
Lorsque la fabrique est isotrope, le omportement alule ave l'ODF parametree est
exat (resultat analytique) et par onsequent ette erreur est uniquement attribuable a
la methode des grains disrets. Cei montre que me^me ave 882 grains nous obtenons,
tout de me^me (!), une erreur relative de 0:1% sur le omportement isotrope.
D'une faon generale, les methodes utilisant l'ODF pour derire la fabrique sont tres
preises lorsque la fabrique est isotrope ou peu anisotrope. Ensuite, lorsque la fabrique
se onentre, l'utilisation de l'ODF est plus deliate puisqu'elle onduit a integrer des
fontions a pis tres marques, que e soit pour le omportement du polyristal ou pour le
alul de l'evolution de la fabrique (quelle que soit la methode numerique utilisee). C'est
le ontraire ave la methode utilisant un nombre nis de grains disrets qui devient plus
preise lorsque la fabrique se onentre.
En imposant un seuil k
min
aux parametres k
i
, nous limitons les temps de alul et
les resultats obtenus sont meilleurs pour les fabriques onentrees. Le seul inonvenient
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Fig. 7.3 : Evolution des uidites adimensionnees
~
F
ij
, en fontion du temps adimen-
sionne
~
t
s
le long de la ligne de ourant de l'eoulement a fabrique isotrope, obtenues
ave la methode des grains disrets (roix), la methode de l'ODF disretisee (pointilles),
et les methodes des moindres arres (tirets) et direte (trait ontinu) utilisant l'ODF
parametree.
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Fig. 7.4 : Evolution des uidites adimensionnees
~
F
ij
, en fontion du temps adimen-
sionne
~
t
s
le long de la ligne de ourant de l'eoulement a fabrique "GRIP", obtenues
ave la methode des grains disrets (roix), la methode de l'ODF disretisee (pointilles),
et les methodes des moindres arres (tirets) et direte (trait ontinu) utilisant l'ODF
parametree.
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Fig. 7.6 : Evolution du parametre d'orientation '
o
de l'ODF parametree (3.34) en fon-
tion du pourentage du temps de trajet jusqu'a ~x
1
= 20, pour les eoulements a fabrique
isotrope (tirets) et a fabrique selon GRIP (trait plein).
est la disontinuite introduite dans le omportement lorsque le plus petit des parametres
devient inferieur a k
min
. Cette disontinuite est visible pour
~
F
33
sur les Figures 7.3 et 7.4
a
~
t
s
= 26:0 10
3
et
~
t
s
= 14:5 10
3
, respetivement. Elle est aussi visible sur la Figure 7.5
ou l'erreur relative subit une disontinuite marquee lorsque la valeur k
min
est atteinte et
devient tres faible ensuite.
7.3.3.3 Commentaires sur les fabriques obtenues
A
~
t
s
= 0, en surfae, la fabrique est isotrope et la matrie des uidites adimensionnees a
don la forme suivante :
(7.6)
~
F =
2
4
1=2 0 0
0 1=2 0
0 0 1
3
5
.
Ensuite, les uidites
~
F
ij
evoluent en fontion de l'eoulement pour lequel est alule
la ligne de ourant (fabrique isotrope ou "GRIP"), et reetent la forme des fabriques
reees.
Il est interessant de remarquer que la valeur minimum k
min
est atteinte pour une
me^me absisse ~x
1
t 4 orrespondant a
~
t
s
= 26:0 10
3
pour l'eoulement isotrope et a
~
t
s
= 14:5 10
3
pour l'eoulement anisotrope. Par ontre, les oeÆients de la matrie des
uidites, en ette absisse, ne sont pas egaux pour les deux eoulements. Cei montre
qu'en un point donne, les degres de onentration des fabriques (i.e. les valeurs des k
i
)
sont les me^mes pour les deux eoulements, mais les maximums d'orientation (i.e. les
valeurs du parametre d'orientation '
o
) sont dierents, e qui explique la dierene de
omportement.
La Figure 7.6 montre l'evolution le long de la ligne de ourant du parametre d'orien-
tation '
o
(en degre) de l'ODF parametree (3.34) pour les eoulements isotrope et aniso-
trope. Sur ette gure, il appara^t que les onditions de l'eoulement isotrope onduisent
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a des fabriques dont l'orientation du pi est a 31
Æ
de la vertiale, tandis que pour les ondi-
tions de l'eoulement a fabrique "GRIP", le pi est a seulement 9:5
Æ
. Cette dierene
d'orientation de 20:5
Æ
onduit a un omportement radialement dierent du polyristal
dans le repere de referene fRg. Par exemple, en ~x
1
= 20, pour l'eoulement anisotrope
la uidite en isaillement
~
F
33
est deux fois plus importante que elle de la glae isotrope,
tandis que pour l'eoulement isotrope ette uidite est 1:54 fois plus petite que elle de
la glae isotrope (f. Figures 7.4 et 7.3).
7.4 Calul du hamp de fabriques pour un hamp de vi-
tesses donne
L'objetif est de determiner le hamp de fabriques stationnaire en haque nud du
maillage, pour un hamp de vitesses donne, un omportement du materiau onnu et une
fabrique isotrope en surfae.
Compte tenu des avantages presentes par la methode direte utilisant l'ODF pa-
rametree, le alul de l'evolution de la fabrique est onduit en utilisant ette methode.
La fabrique est don representees par les trois parametres de l'ODF parametree (3.34)
en haque nud du maillage.
7.4.1 Methode numerique
La methode mise en plae preedemment peut s'appliquer a e probleme. Pour haque
nud du maillage, la ligne de ourant est remontee jusqu'a la surfae ou la fabrique
est onnue (isotrope), puis le alul d'evolution de la fabrique est onduit de la surfae
jusqu'au nud onsidere.
Dans le but de diminuer le temps de alul neessaire a la realisation de ette operation
pour tous les nuds du maillage, la ligne de ourant est remontee seulement en partie,
jusqu'au premier o^te renontre (frontiere d'elements T6) tel que la fabrique a deja ete
alulee en ses trois nuds, pendant l'iteration en ours (f. Figure 7.7). Cei suppose
que le alul d'evolution soit eetue dans un ordre preis, en parourant les nuds du
do^me vers le bord de la alotte et de la surfae vers le fond.
La Figure 7.7 presente les deux phases du alul pour un nud donne. Dans une
premiere phase, la ligne de ourant est remontee jusqu'a la premiere frontiere renontree
ou le alul de la fabrique a deja ete eetue pour les trois nuds. L'integration des
equations (7.3) est faite en adoptant un pas de temps ~ onstant. Au ours de ette
phase, pour haque point M
i
de la ligne de ourant alule au temps ~
i
, les ontraintes
deviatoires et la vitesse de rotation sont determinees et stokees. Dans une deuxieme
phase, l'evolution de la fabrique est alulee en prenant omme fabrique initiale la fa-
brique interpolee sur les trois nuds du o^te interepte, et en imposant les onditions de
ontraintes et de vitesse de rotation determinees aux points M
i
au ours de la phase 1.
7.4.2 Appliation
Nous avons applique ette methode au alul des hamps de fabriques stationnaires pour
les eoulements fDP , Gr1, F
GRIP
, T
 27:9
g et fDP , Gr1, F
ISO
, T
 27:9
g (f. Tableau 6.2
pour la denition des notations). Nous ontinuons a nous limiter a l'etude du voisinage
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Fig. 7.7 : Shematisation de la proedure de alul de la fabrique du nud Nn (disque
noir). Phase 1 (<) : La ligne de ourant est remontee jusqu'a la premiere frontiere
d'element sur laquelle le alul a deja ete eetue pour les trois nuds (arre noir).
Phase 2 (>) : L'evolution de la fabrique est alulee le long de la ligne de ourant en
prenant omme fabrique initiale la fabrique interpolee sur les fabriques des nuds Na,
Nb et N. Les erles vides representent les nuds pour lesquels la fabrique n'a pas
enore ete alulee.
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Fig. 7.8 : Champ de fabriques stationnaire orrespondant a l'eoulement a fabrique iso-
trope. La projetion de Shmidt est faite sur le plan (x
1
; x
2
).
du do^me, et par onsequent la fabrique n'est alulee que pour les nuds du domaine
deni par ~x
1
< 20. Les resultats sont presentes sur les Figures 7.8 et 7.10 sous forme de
gures de po^les dans le plan (x
1
; x
2
) reparties sur le domaine.
Comme nous l'avons observe le long d'une ligne de ourant, les fabriques alulees a
partir des deux eoulements n'ont pas la me^me orientation. Nous pouvons verier que
ette dierene d'orientation est globalement presente sur l'ensemble du domaine. Un
nouveau alul des vitesses, a partir de es hamps de fabriques et de la loi de ompor-
tement orrespondante, va don onduire a deux hamps de vitesses tres dierents. Un
des objetifs du hapitre suivant est de montrer qu'apres quelques iterations du alul
des vitesses et de la fabrique, les hamps de fabriques et de vitesses onvergent vers une
solution independante du hamp de fabriques hoisi omme initial.
Pour omparaison, le hamp de fabriques initial "GRIP" est montre sur la Figure
7.9. L'observation des gures de po^les montre que, pour une profondeur donnee, les
fabriques alulees sont plus onentrees que elles observees dans le forage de GRIP et
elles presentent une legere deviation par rapport a la vertiale.
7.5 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons mis en plae les methodes numeriques qui permettent de
aluler le hamp de fabriques stationnaire orrespondant a un hamp de vitesses donne.
La omparaison des fabriques obtenues le long d'une ligne de ourant, ave la methode
des grains disrets et les methodes utilisant l'ODF parametree, montre que pour l'ap-
pliation aux alottes polaires l'hypothese de fabrique orthotrope est aeptable. Nous
avons donne par ailleurs les avantages de la methode direte utilisant l'ODF parametree
(3.34), tant sur le nombre de parametres a stoker en haque nud (trois) que sur le
temps neessaire au alul d'un pas d'evolution de la fabrique.
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Fig. 7.9 : Champ de fabriques initial d'apres la fabrique mesuree a GRIP (Groenland).
La projetion de Shmidt est faite sur le plan (x
1
; x
2
).
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Fig. 7.10 : Champ de fabriques stationnaire orrespondant a l'eoulement a fabrique
"GRIP". La projetion de Shmidt est faite sur le plan (x
1
; x
2
).
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La methode utilisee pour aluler le hamp de fabriques en tout point du domaine que
nous avons mise en plae utilise don l'ODF parametree (3.34) pour derire la fabrique.
Au hapitre suivant, nous determinons les hamps de fabriques et de vitesses orres-
pondants a l'eoulement stationnaire d'une alotte polaire de geometrie xee.
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Chapitre 8
Calul ouple des hamps de
vitesses et de fabriques
8.1 Introdution
Dans e hapitre, nous reherhons les hamps de vitesses et de fabriques orrespondant a
l'eoulement stationnaire d'une alotte polaire de geometrie donnee. La resolution de e
probleme est realisee par une methode ouplee qui alterne le alul du hamp de vitesses
pour une fabrique donnee et le alul de la fabrique pour un hamp de vitesses donne.
Nous montrons que le probleme ouple onverge vers une solution independante du
hamp de fabriques hoisi omme hamp initial. Nous etudions l'inuene d'un hamp
de temperatures tel que elui observe a GRIP sur la forme du hamp de fabriques
de l'eoulement stationnaire. Nous disutons de l'inuene du omportement du grain
et du type de l'eoulement (deformations planes ou axisymetrique), sur la rapidite de
l'eoulement et sur la formation des fabriques.
Enn, nous appliquons notre modele a la ligne d'eoulement passant par les deux
forages profonds de GRIP et GISP2, au Groenland Central. Nous montrons que la
fabrique obtenue a la onvergene du probleme ouple est plus prohe de elle observee
que elle que nous avions obtenue a l'aide du modele "1D" presente au Chapitre 5
(x5.3). Nous proposons une datation des deux forages, pour les onditions de fabrique
et de vitesses obtenues a la onvergene du probleme ouple.
8.2 Methodes numeriques
Le prinipe du alul ouple est le suivant :
I Choix d'un hamp de fabriques initial.
II Calul du hamp de vitesses pour un hamp de fabriques donne (f. Chapitre 6).
III Calul du hamp de fabriques pour un hamp de vitesses donne (f. Chapitre 7).
IV Les etapes II et III sont repetes alternativement jusqu'a la onvergene.
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Les etapes II et III de e shema de alul sont expliitees dans les Chapitres 6 et
7. Par ontre, il reste a denir les riteres de onvergene de l'etape IV et a montrer
que la solution obtenue a la onvergene est independante du hamp de fabriques initial
hoisi a l'etape I.
8.2.1 Criteres de onvergene
Pour mesurer la onvergene du probleme ouple, nous omparons pour haque nud
du domaine (~x
1
< 20) les valeurs des nouvelles vitesses et des nouveaux parametres de
la fabrique a elles du pas preedent.
Notant q
k
(m) la valeur de la variable q (omposantes de la vitesse et parametres de
fabrique) au nud m du maillage obtenue omme solution de la k
eme
iteration, la om-
paraison des solutions de deux solutions onseutives k  1 et k, est faite en onsiderant,
pour haque nud du maillage et pour haque variable, l'eart :
(8.1) e
m
(q) =
jq
k
(m)  q
k 1
(m)j
max
m
(q
k
(m))
,
ou max
m
(q
k
(m)) designe la valeur maximum de jq
k
(m)j obtenue sur le domaine ~x
1
< 20.
Ces earts "normes" sont alules pour haune des deux omposantes de la vitesse
et pour haque parametre k
i
et '
o
. Cette normalisation a ete adoptee pour eviter les
problemes du^s au fait que, la vitesse etant nulle sur le sole roheux, les earts relatifs
jq
k
(m)  q
k 1
(m)j=jq
k
(m)j ne sont pas bornes sur ette frontiere.
Nous supposons la onvergene atteinte lorsque la valeur moyenne de e
m
(q) sur tous
les nuds est inferieure a 10
 3
pour haune des variables (vitesses et fabriques).
8.2.2 Uniite de la solution a la onvergene
Nous avons montre dans le Chapitre 7 que pour un hamp de vitesses donne, le alul
de la fabrique ne dependait que du rapport d'aspet de la alotte et des parametres du
grain  et .
Le probleme est don de savoir si, pour un rapport d'aspet et des parametres
rheologiques  et  de grain donnes, les hamps de vitesses et de fabriques a la onver-
gene sont independants des onditions initiales (i.e. du hamp de fabriques initial).
La solution la plus simple onsiste a omparer les solutions obtenues a la onvergene
pour dierents hamps de fabriques initiaux. Cette demarhe ne onstitue pas une preuve
de l'uniite de la solution, mais elle permet de montrer que si l'on adopte un hamp de
fabriques initial realiste la solution a la onvergene ne depend pas de e hoix.
La omparaison est eetuee dans le as d'un eoulement plan (deformations planes),
le omportement du grain est araterise par  = 0:25 et  = 1:0 et la temperature
est isotherme (T =  27:9
o
C). Ces donnee n'evoluent pas au ours du alul ouple.
Nous omparons les solutions obtenues a la onvergene du probleme ouple pour une
fabrique initiale isotrope et "GRIP". Le maillage omporte 4941 nuds et il est deni
par fN
b1
= 60; r
1
= 1:01; N
b2
= 10; r
2
= 1:1g (f. x6.4.2 pour la denition de es
notations).
Nous verions bien que les hamps de vitesses et de fabriques a la onvergene ne
dependent pas de la fabrique initiale. La dierene entre les deux solutions onvergees sur
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les vitesses et la fabrique (alulee omme s'il s'agissait de solutions iteratives suessives,
f. x8.2.1) est du me^me ordre de grandeur que le ritere de onvergene (< 10
 3
). La
Figure 8.1 montre les prols de vitesses vertiale et horizontale, l'evolution du rayon
d'orientation Ro deni par (5.14) et du parametre d'orientation '
o
, en fontion de la
profondeur reduite bx
2
en ~x
1
= 10. Sur haque graphe sont representees les ourbes
"initiales"
1
(erle), les ourbes alulees apres une iteration (roix) et les ourbes a la
onvergene (ourbe seule).
La onvergene est obtenue apres 23 iterations pour la fabrique initiale isotrope
et seulement 14 iterations pour elle de "GRIP". Cette dierene reete simplement
l'eart entre le hamp de fabriques initial et le hamp obtenu a la onvergene, omme
le montrent les ourbes (erles) de la Figure 8.1.
Pour les deux hamps de fabriques initiaux, la onentration de la fabrique, a-
raterisee par Ro = Ro(k
1
; k
2
; k
3
), est des la premiere iteration tres prohe de la solution
a la onvergene (f. Figure 8.1). Comme nous l'avons montre au paragraphe 3.6.3.2,
la valeur des parametres k
i
ne depend que de l'histoire des ontraintes. Par ailleurs, sur la
Figure 7.2, nous n'avons pas observe de dierene sur les ontraintes de isaillement

S
12
pour les eoulements a fabrique initiale isotrope et "GRIP". La ontrainte de isaille-
ment etant rapidement tres superieure aux ontraintes

S
11
et

S
22
, il est don logique
d'obtenir des histoires des ontraintes similaires, et par onsequent, une onentration
de la fabrique dependant faiblement du hamp de fabriques.
Par ontre, les prols de vitesses de la premiere iteration (marques ave des roix sur
les Figures 8.1a et 8.1b) sont tres eloignes des prols obtenus a la onvergene (ourbe
seule) et ils dependent du hamp de fabriques initial. Cei est le resultat des dierenes
d'orientation des reperes des symetries materielles, araterises par '
o
, entre les aluls
a fabrique initiale isotrope et elle de "GRIP", omme le montre la Figure 8.1d.
Notons que les vitesses de la premiere iteration sont plus faibles que les vitesses
initiales, mais a la onvergene du probleme ouple, nous obtenons un eoulement plus
rapide que elui ave la fabrique mesuree dans le forage de GRIP, me^me si les diretions
alulees des maximums d'orientation ne sont pas exatement vertiales sur toute la
hauteur de la alotte. L'eoulement alule est globalement plus rapide ar la fabrique
a la onvergene est plus onentree que elle mesuree a GRIP (f. Figure 8.1).
8.2.3 Instabilites numeriques
A proximite du sole, le alul des lignes de ourant est deliat ar les vitesses vertiales
et horizontales sont tres faibles relativement aux vitesses de surfae et elles s'annulent au
ontat du lit roheux. Pour ameliorer la qualite du hamp de vitesses au voisinage du
lit, nous pouvons jouer sur la taille des elements dans ette zone : si nous diminuons la
taille des elements, nous rapprohons les nuds de la frontiere ou les vitesses s'annulent,
tandis que si nous augmentons la taille des elements nous perdons en preision sur le
alul des vitesses.
Par ailleurs, la vitesse aux nuds appartenant a la frontiere du lit roheux etant
nulle, il n'est pas possible de aluler la fabrique en es nuds. Plusieurs solutions sont
alors envisageables. La plus simple est de leur onserver la fabrique initiale, mais ei
1
Nous onsiderons que le hamp de vitesses initial est elui alule a partir du hamp de fabrique
initial, dans la premiere iteration de l'etape II.
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Fig. 8.1 : Comparaison a la onvergene du probleme ouple des hamps de vitesses et
fabriques pour un hamp de fabriques initial isotrope (tirets) et "GRIP" (trait plein). Les
gures presentent l'evolution de
~
u
1
(a),
~
u
2
(b), Ro () et '
o
(d) pour les onditions
initiales (erle), apres une premiere iteration (roix) et a la onvergene (ourbe seule),
en fontion de la profondeur reduite x^
2
et en ~x
1
= 10. A la onvergene (ourbe seule),
les tirets sont souvent ahes par le trait plein.
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introduit une erreur sur le omportement du polyristal alule aux points d'integration
des elements de la nappe situee au ontat lit roheux. Une deuxieme solution onsiste
a extrapoler les valeurs de la fabrique obtenues aux deux nuds situes immediatement
au dessus de haque nud du lit. C'est la methode que nous appliquons
2
.
L'observation de l'evolution du parametre d'orientation '
o
en fontion de la profon-
deur montre que la onvergene est obtenue du haut vers le bas au ours des iterations.
Toutes es remarques montrent qu'une attention partiuliere doit e^tre apportee a la
realisation du maillage, tant sur le nombre de nuds que sur la progression de la taille
des elements selon la vertiale. Nous avons observe, pour d'autres maillages que elui
utilise ii, l'apparition d'instabilites dans le alul du parametre d'orientation '
o
. Ces
instabilites sont le resultat de problemes lies au alul du hamp de vitesses, par exemple
lorsqu'une ligne de ourant vient se "oller" a la frontiere du sole (onsequene d'erreurs
numeriques).
8.3 Appliation a une alotte de geometrie simpliee
Dans ette partie, nous appliquons la methode ouplee a la alotte polaire theorique de
Vialov (1958). Nous testons suessivement l'inuene de la temperature, du omporte-
ment et du type de l'eoulement sur les hamps de vitesses et fabriques a la onvergene
du probleme ouple.
8.3.1 Inuene du hamp de temperatures
Pour ette appliation, l'eoulement est en deformations planes, le omportement du
grain deni par  = 0:25 et  = 1:0, et nous omparons les solutions a la onvergene
pour les hamps de temperatures isotherme et "GRIP".
La Figure 8.2 presente les vitesses et la fabrique obtenues, en fontion de la pro-
fondeur reduite en ~x
1
= 10 par le alul ave le hamp isotherme (ourbe pleine), et
le hamp de temperatures "GRIP" (tirets). La temperature du hamp isotherme vaut
T =  20:6
o
C : elle est hoisie de faon a obtenir la me^me vitesse horizontale en surfae
en ~x
1
= 10 que pour l'eoulement a temperature "GRIP".
Sur ette gure, nous mesurons l'inuene d'un hamp de temperatures tel que elui
de GRIP sur la formation des fabriques au sein de la alotte polaire. Nous observons que,
pour les deux aluls ouples, les vitesses sont globalement superieures a elles obtenues
a partir du hamp de fabriques "GRIP" (sans alul ouple, en pointille et trait mixte
sur la Figure 8.2). Nous notons toutefois que l'eart entre les vitesses du probleme ouple
et elles alulees a partir du hamp de fabriques "GRIP", est plus important lorsque
le hamp de temperatures est isotherme. La raison de ette dierene provient du fait
que, omme nous allons le voir plus loin, l'eart entre la fabrique a la onvergene du
probleme ouple et elle de "GRIP" est plus important dans le as isotherme que dans
le as du hamp de temperatures "GRIP".
Sur la Figure 8.2, nous observons que la onentration de la fabrique est beauoup
plus lente pour le hamp de temperatures "GRIP" que pour le hamp isotherme. La
2
Notons que e probleme devrait disparaitre lorsque notre modele sera apable de prendre en ompte
une ouhe basale reristallisee pouvant e^tre onsideree omme isotrope, le hangement de omportement
de la glae etant alors determine par ritere.
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Fig. 8.2 : Comparaison de la solution a la onvergene du probleme ouple pour les
hamps de temperatures isotherme (trait plein) et "GRIP" (tirets). Les gures presentent
l'evolution de
~
u
1
(a),
~
u
2
(b), Ro () et '
o
(d) en fontion de la profondeur reduite x^
2
en ~x
1
= 10. Nous avons reporte sur (a) et (b) les vitesses alulees (sans alul ouple)
a partir du hamp de fabriques "GRIP" pour les as isotherme (pointille) et temperature
"GRIP" (trait mixte). Les ourbes orrespondant a la fabrique mesuree dans le forage
de GRIP sont representees par les pointilles sur () et (d).
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onentration de la fabrique obtenue a la onvergene pour le hamp de temperatures
"GRIP" est relativement prohe de elle observee dans le forage de "GRIP". La diretion
du maximum de la fabrique obtenue ave le hamp de temperatures "GRIP" est plus
vertiale qu'ave la temperature isotherme. Nous observons une deviation maximum, en
valeur absolue, de 1:2
Æ
pour le alul a temperature "GRIP", et de 3:8
Æ
pour le alul
isotherme.
Ces resultats montrent que les hamps de temperatures observes dans les forages
inuent sur la formation des fabriques, et que ette inuene semble aller dans le sens
des fabriques observees. Les Figures 8.3 et 8.4 vont nous aider a omprendre pourquoi
un hamp de temperatures tel que elui observe a GRIP onduit a une evolution de la
fabrique moins rapide que lorsque la temperature est isotherme.
Notons, tout d'abord, que la valeur de la temperature du hamp isotherme n'aete
pas le alul du hamp de fabriques (f. x7.2.3). Pour le hamp de temperatures "GRIP",
seul le gradient de temperature inuene le alul du hamp de fabriques, puisque e
alul peut aussi e^tre mene sous forme adimensionnee.
Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.6.3.2, la onentration de la fabrique (i.e.
la valeur de Ro), en un point donne, ne depend que des parametres de l'histoire des
ontraintes (3.24). La onentration de la fabrique est don diretement proportionnelle
a l'exponentielle des integrales
R
t
0
 

S
ij
dt. Or, nous observons sur la Figure 8.4 que les
termes
~
 
~

S
11
,
~
 
~

S
22
et
~
 
~

S
12
de l'eoulement a temperature "GRIP" sont deux a trois
fois inferieurs a eux de l'eoulement isotherme, puisque la valeur de  depend de la
temperature, selon la loi (1.4). Cet eet etant enore amplie par le fait que l'eoulement
le long de la ligne de ourant a temperature "GRIP" est presque deux fois plus rapide
que elui isotherme, e qui diminue d'autant la valeur des parametres de l'histoire des
ontraintes en un point donne de la ligne de ourant. La onsequene umulee de es
deux phenomenes onduit a une dierene notable sur la onentration des fabriques, en
un point donne, entre les eoulements isotherme et a temperature "GRIP".
Notons que l'eoulement global n'est pas plus rapide pour l'eoulement a temperature
"GRIP" (puisque nous avons impose la temperature du hamp isotherme de faon a
avoir la me^me vitesse horizontale en surfae), mais les deux eoulements onduisent a
des gradients vertiaux de vitesses tres dierents. De me^me, l'etat de ontrainte dans la
alotte polaire est quasi-identique pour les deux eoulements, mais pas les termes  

S
ij
.
Pour expliquer la dierene d'orientation des fabriques entre les deux eoulements,
nous rappelons que la vitesse de rotation d'un grain est la dierene entre la vitesse de
rotation marosopique et la vitesse de rotation du ristal due a sa deformation. Pour le
modele a ontraintes homogenes, la vitesse de rotation d'un grain depend don de l'etat
de ontrainte au point onsidere, sahant que les grains vont se diriger vers la diretion
prinipale de ompression, araterisee par l'angle  entre le repere de referene et le
repere des ontraintes prinipales. Si seule
~

S
12
est non nulle, alors  = 45
o
et lorsque
~

S
12
= 0,  vaut 0
Æ
si
~

S
11
< 0 et 90
Æ
si
~

S
22
< 0. Ainsi plus
~

S
12
est important relativement
a
~

S
11
et
~

S
22
, plus la vitesse de rotation du grain due a sa deformation est defavorable a la
formation d'une fabrique a maximum d'orientation vertial. De la me^me faon, omme
l'indique la denition de _' (3.43), plus la vitesse de rotation marosopique

W
12
est
petite par rapport au terme  

S

, plus son eet est faible pour "ramener" les grains vers
une orientation vertiale. La Figure 8.5a montre que, pour l'eoulement a temperature
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Fig. 8.3 : Comparaison, a la onvergene du probleme ouple, des eoulements a
temperature isotherme (trait 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Fig. 8.4 : Evolution le long des lignes de ourant, , des termes
~
 
~

S
11
=2,
~
 
~

S
22
=2,
~
 
~

S
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=2
et de la vitesse de rotation adimensionnee
~

W
12
, en fontion de ~x
1
, pour les eoulements
a temperature isotherme (trait plein) et a temperature "GRIP" (tirets).
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Fig. 8.5 : Evolution le long des lignes de ourant de (a) l'angle  entre le repere de
referene et le repere des ontraintes prinipales, et du (b) rapport

W
12
=( 

S

) en fon-
tion de ~x
1
pour les eoulements, a la onvergene du probleme ouple, a temperature
isotherme (trait plein) et a temperature "GRIP" (tirets).
"GRIP", l'evolution de l'orientation du repere des ontraintes prinipales est legerement
plus favorable a la reation d'une fabrique a maximum vertial que pour l'eoulement
isotherme (i.e.  plus faible). Cet eet est renfore dans le as de la temperature "GRIP"
puisque le rapport

W
12
=( 

S

) est plus de quatre fois superieur a elui du hamp de
temperatures isotherme (f. Figure 8.5b). Par onsequent, il est logique d'obtenir une
orientation du maximum de fabrique plus prohe de la diretion vertiale dans le as de
l'eoulement a temperature "GRIP".
La prise en ompte d'un hamp de temperatures realiste, tel que elui mesure dans le
forage de GRIP, onduit a des hamps de fabriques dont la onentration et l'orientation
sont plus prohes de elles observees. L'eet d'un hamp de temperatures tel que elui de
GRIP est de loaliser la deformation dans les ouhes profondes, e qui onduit a moins
deformer, et don a moins texturer, les glaes de surfae. Seule une etude a l'ehelle de
la alotte polaire peut aboutir a e resultat puisqu'une etude loale montre simplement
que si la temperature augmente, la vitesse de deformation, et la vitesse ave laquelle la
fabrique se onentre, augmentent aussi.
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8.3.2 Inuene du omportement du grain
Dans les omparaisons derites preedemment, le omportement du grain etait tel que
 = 0:25 et  = 1:0. La raison de e hoix vient du fait que, lorsque le hamp de
temperatures est isotherme, le fait d'adopter une valeur inferieure pour  onduit a un
hamp de fabriques dont les maximums d'orientation sont defavorables a la deformation.
L'expliation de e resultat est que, lorsque  diminue, la vitesse de rotation plastique du
grain augmente et par onsequent la vitesse de rotation du grain diminue et le maximum
d'orientation est deale par rapport a la vertiale (i.e. le parametre d'orientation '
o
augmente). Numeriquement, nous n'obtenons pas la onvergene du probleme ouple
pour des valeurs de  inferieures a 0:2 lorsque le hamp de temperatures est isotherme,
ar es essais onduisent a des instabilites numeriques lorsque le materiau devient trop
diÆile a deformer a ause de sa mauvaise orientation. Ces phenomenes disparaissent
lorsqu'on adopte le hamp de temperatures "GRIP".
Par onsequent, nous ne montrons ii que l'inuene du omportement du grain
pour le hamp de temperatures "GRIP". Nous etudions l'inuene du parametre , en
omparant les eoulements obtenus ave  = 0:25 et  = 0:1,  = 1:0 et  alule par
(4.27) pour une me^me valeur de B
1
, soit  = 1:82B
1
et  = 2:17B
1
, respetivement.
La premiere remarque onerne le nombre d'iterations neessaires pour atteindre
la onvergene du probleme ouple. En adoptant le me^me hamp de fabriques initial
"GRIP", lorsque  = 0:25 la onvergene est obtenue en 32 iterations, alors que pour
 = 0:1 il en faut 63.
Sur la Figure 8.6 sont traes les prols de vitesses et de fabriques obtenus, a la onver-
gene du probleme ouple, pour les deux omportements de grain. Nous onstatons que
la vitesse de l'eoulement augmente ave l'anisotropie du grain (i.e. lorsque  diminue),
resultat similaire a eux obtenus au paragraphe 6.5.4. Plus le grain est anisotrope (i.e.
plus  est petit), plus l'anisotropie du polyristal est importante. Lorsque la fabrique est
onentree selon un maximum vertial, ei a pour onsequene direte d'augmenter la
uidite en isaillement et par suite la vitesse de l'eoulement. Rappelons que les resultats
que nous presentons ii sous-estiment l'inuene de l'anisotropie sur l'augmentation des
vitesses par rapport a la realite pour laquelle le rapport  =B
1
est de l'ordre de 10.
Pour les deux omportements de grain, nous obtenons une fabrique dont le maximum
d'orientation est prohe de la vertiale, puisque la deviation maximum par rapport a la
vertiale est de l'ordre de 1
Æ
. La onentration de la fabrique est legerement superieure
lorsque  = 0:1. Cei est en aord ave les resultats des hapitres preedents ou nous
avons vu que plus le grain est anisotrope plus l'evolution de la fabrique est rapide.
8.3.3 Inuene du type de l'eoulement
Nous omparons l'inuene du type de l'eoulement, deformations planes ou axisymetrique,
sur la formation de la fabrique a la onvergene du probleme ouple. Pour ette ompa-
raison, le hamp de temperatures est elui de "GRIP" et le omportement du grain est
tel que  = 0:1 et  = 1:0.
Comme au paragraphe 6.5.5, nous verions bien que si les vitesses horizontales sont
similaires pour les deux eoulements, la vitesse vertiale de l'eoulement axisymetrique
est approximativement le double de elle de l'eoulement plan (f. Figure 8.7). Par
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Fig. 8.6 : Comparaison des hamps de vitesses et fabriques obtenus pour les omporte-
ments de grain  = 0:25 (trait plein) et  = 0:1 (tirets), ave  = 1:0 pour les deux.
Les gures presentent l'evolution de
~
u
1
(a),
~
u
2
(b), Ro () et '
o
(d) en fontion de la
profondeur reduite x^
2
en ~x
1
= 10.
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Fig. 8.7 : Comparaison des hamps de vitesses et fabriques a la onvergene du probleme
ouple pour les eoulement plan (trait plein) et axisymetrique (tirets), pour un ompor-
tement de grain tel que  = 0:1 et  = 1:0 et le hamp de temperatures "GRIP". Les
gures presentent l'evolution de
~
u
1
(a),
~
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(b), Ro () et '
o
(d) en fontion de la
profondeur reduite x^
2
en ~x
1
= 10.
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onsequent, pour maintenir la surfae libre omme surfae de l'eoulement stationnaire,
il faut imposer, pour l'eoulement axisymetrique, une aumulation deux fois plus im-
portante que pour l'eoulement plan.
Sur la Figure 8.7, nous observons que l'eoulement axisymetrique entra^ne une
evolution de la onentration de la fabrique tres similaire a elle de l'eoulement plan.
L'etude des trois parametres k
i
de l'ODF montre que l'eoulement axisymetrique onduit
a des fabriques qui presentent une symetrie de revolution. Nous verions que k
2
, qui
donne la onentration de la fabrique dans la diretion e
2
, est le plus petit des trois
parametres pour les deux eoulements (k
2
< 1). Par ontre, nous observons que pour
l'eoulement axisymetrique les valeurs de k
1
et k
3
sont voisines l'une de l'autre et qu'elles
sont toutes les deux superieures a 1, tandis que pour l'eoulement plan nous trouvons
que seule k
1
est superieure a 1, la valeur de k
3
etant omprise entre k
2
et 1. Les fabriques
de l'eoulement plan sont ovales, ave un nombre de grains dont l'axe  est prohe du
plan perpendiulaire au plan de l'eoulement plus eleve que le nombre de grains dont
l'axe  est prohe du plan de l'eoulement. La ondition de deformations planes induit
une ontrainte deviatoire

S
33
de ompression, des que la fabrique n'est plus isotrope, et
par onsequent les grains tournent legerement vers la diretion e
3
, e qui se traduit par
k
3
< 1. Pour l'eoulement axisymetrique, la valeur de

S
33
est sensiblement la me^me que
elle de

S
11
, et elles sont toutes les deux positives (tration).
8.4 Appliation a la ligne d'eoulement GRIP-GISP2
Comme Shott et al. (1992), Shott Hvidberg et al. (1997) puis Mangeney et al. (1996),
nous appliquons notre modele a la ligne d'eoulement GRIP-GISP2.
8.4.1 Situation des forages et donnees de terrain
Les forages de GRIP (Greenland Ie Core Projet, 3 238m d'altitude, d'apres Dansgaard
et al. (1993)) et GISP2 (Greenland Ie Sheet Programme 2, 3 215m d'altitude) sont
situes dans la region entrale du Groenland. Ils sont loalises a 3 km et 31 km a l'ouest
de la position atuelle du sommet du Groenland, respetivement. Les deux forages ont
atteint le lit roheux, et sont profonds de 3 029m et 3 053m, respetivement (Gow et al.,
1997). La transition entre Holoene-Wisonsin (11:5 kaBP
3
) est atteinte a la profondeur
de 1 623m (Johnsen et al., 1992).
De nombreuses mesures ont ete eetuees sur les deux arottes et en surfae dans
ette region. Certaines de es donnees vont nous servir omme entrees du modele, tandis
que les autres seront utilisees pour valider les sorties du modele.
8.4.1.1 Entrees du modele
Nous donnons ii les hypotheses de la modelisation :
- l'eoulement est suppose stationnaire et la topographie de la surfae est imposee.
La reherhe de la surfae libre n'est pas eetuee, et nous regarderons si les taux
d'aumulation neessaires pour assurer la stationnarite sont equivalent a eux
3
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mesures. La topographie adoptee pour la surfae est un prol de Vialov dont le
do^me est a 3 km de GRIP et qui passe par les deux forages GRIP et GISP2. Le
maillage (N
b1
= 60, N
b2
= 15, soit 7351 nuds) a une longueur de 184 km. Le
front (en x =  181 km) est une surfae libre, mais ette ondition n'inuene pas
l'eoulement au niveau des forages puisqu'elle est imposee a 153 km de GISP2, soit
a plus de 50 epaisseurs de glae.
- la topographie du lit roheux adoptee est elle mesuree par Hodge et al. (1990) en
tenant ompte des preisions apportees par Hempel et Thyssen (1992) et Jaobel
et Hodge (1995). Pour x
1
<  40 km, le lit roheux est suppose horizontal.
- l'eoulement est modelise en faisant l'hypothese de deformations planes et il presente
un axe de symetrie vertial au do^me (en x
1
= 3 km).
- le omportement du grain, orthotrope de revolution lineaire, est tel que  = 0:25,
 = 1:0, et la uidite dans le plan de base  est hoisie de faon obtenir un a^ge de
14 450 a a la profondeur de 1 753:4m dans le forage de GRIP (Johnsen et al., 1992).
En un point de la alotte, le omportement orthotrope lineaire du polyristal de
glae est obtenu par homogeneisation en supposant une repartition homogene des
ontraintes et en adoptant l'ODF parametree (3.34) pour derire la fabrique.
- le prol de temperature est elui mesure a GRIP (f. 6.4) et il est suppose ne
pas varier en fontion de l'absisse. Nous supposons don que la variation de
temperature en fontion de la hauteur reduite est identique sur tout le domaine.
Cette hypothese est justiee par la similitude des prols de temperature de GRIP
et GISP2 (The Greenland Summit Ie Cores CD-ROM, 1997), ainsi que par les
resultats de modeles qui resolvent l'equation de la onservation de la haleur (Shott
Hvidberg et al., 1997).
- an de diminuer le volume des aluls, mais aussi a ause de la mauvaise denition
du maillage et de la ondition de surfae libre appliquee au front (en x
1
=  181 km),
le alul de la fabrique est realise seulement sur le domaine  38  x
1
 3 km, et
le prol de fabrique obtenue en x
1
=  38 km est applique jusqu'a x
1
=  181 km,
de la me^me faon qu'est onstruit le hamp de fabriques "GRIP" au paragraphe
6.5.1.1.
8.4.1.2 Contr^ole des resultats
Pour ontro^ler la validite de nos resultats, nous utiliserons :
- les mesures de la fabrique (notamment de sa onentration par l'intermediaire de
Ro, donne par Thorsteinsson et al. (1997)) dans le forage de GRIP. Pour le fo-
rage de GISP2, peu de mesures sont disponibles, mais l'evolution et la forme des
fabriques semblent e^tre tres similaires a elles de GRIP (Anandakrishnan et al.,
1994; Gow et al., 1997).
- la datation des deux arottages obtenue par identiation et omptage des ouhes
annuelles (visuellement, par observation des poussieres volaniques, par mesure de
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la ondutivite, . . . d'apres Johnsen et al., 1992; Meese et al., 1997).
- les valeurs d'aumulation deduites de l'etude de l'aminissement des ouhes de
glae dans les forages de GRIP et GISP2, soit 0:23ma
 1
eq: glae au site de GRIP
(Dahl-Jensen et al., 1993) et 0:245ma
 1
eq: glae a GISP2 (Meese et al., 1994).
Nous avons aussi utilise la arte d'aumulation de Bolzan et Strobel (1994) qui
donne l'aumulation moyenne entre 1 957 et 1 987 dans la region entrale du Groen-
land.
- les mesures de vitesses en surfae realisees entre 1993 et 1994 le long de la ligne
d'eoulement de GRIP a GISP2 (Waddington et al., 1995; Keller et al., 1995).
8.4.2 Vitesses
Rappelons que le alul du hamp de fabriques est independant de la valeur de B
1
puisqu'il est onduit sous forme adimensionnee. Dans la suite, les quantites presentees
sont dimensionnees, et elles sont determinees a partir des quantites adimensionnees par
les relations du Tableau 6.1.
La valeur de la uidite dans le plan de base des grains  est hoisie de faon a obtenir
un a^ge de 14 450 a a la profondeur de 1 753:4m dans le forage de GRIP (Johnsen et al.,
1992). Ave ette ondition, nous obtenons une valeur du parametre de la loi de Glen de
B
1
= 0:09MPa
 1
a
 1
(a  10
Æ
C), soit inferieure aux valeurs de la litterature presentees
au paragraphe 1.3.1.2 (d'apres Lipenkov et al. (1997), B
1
( 10
o
C) = 0:16 0:07MPa
 1
a
 1
).
Pour ette valeur de B
1
, les vitesses horizontales obtenues en surfae sont superieures
a elles mesurees par Waddington et al. (1995) et Keller et al. (1995). Par ontre, 'est
l'inverse pour l'aumulation, puisque nous obtenons des taux d'aumulation legerement
inferieurs a eux mesures par Dahl-Jensen et al. (1993), Meese et al. (1994) et Bolzan et
Strobel (1994). Ces valeurs restent neanmoins prohes des valeurs mesurees. D'apres les
resulats obtenus au paragraphe 6.5.5, l'eoulement plan donne, pour une me^me valeur
des vitesses horizontales, des vitesses vertiales approximativement deux fois plus faibles
que l'eoulement axisymetrique. Par onsequent, nous verions bien que l'eoulement
reel entre GRIP et GISP2 se situe entre es deux types d'eoulements 2D.
La Figure 8.8 presente les lignes de ourant entre GRIP et GISP2. Il appara^t que les
ondulations du lit roheux sont transmises jusqu'a la surfae. Comme nous imposons un
prol de surfae lisse (donne par la formule de Vialov (6.25)), la ondition de stationnarite
de la surfae libre entra^ne des osillations de l'aumulation le long de la surfae (f.
Figure 8.11b). Notons que la reherhe de la surfae libre orrespondant a un taux
d'aumulation donne (Mangeney, 1996) onduirait a une surfae libre aetee par les
osillations du prol du lit roheux .
La omparaison des prols de vitesses de la Figure 8.11 ave eux obtenus par Shott
Hvidberg et al. (1997), visibles sur la Figure 8.10, montre l'inuene du hoix du type
de l'eoulement. Le modele de Shott Hvidberg (1996), applique par Shott Hvidberg
et al. (1997) a la ligne d'eoulement GRIP-GISP2, tient ompte de la divergene de
l'eoulement, determinee a partir de l'observation de la topographie de la surfae. Sur
les Figures 8.9 et 8.10 sont presentes les lignes de ourant et les prols de vitesses ob-
tenus par Shott Hvidberg et al. (1997). Comme es derniers, nous trouvons que la
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Fig. 8.10 : Prols de vitesses vertiales et horizontales donnes par le modele de Shott
Hvidberg et al. (1997).
valeur du rapport u
1
=u
2
est approximativement multiplie par 10 entre GRIP et GISP2.
Cependant, les rapports u
1
=u
2
que nous obtenons sont deux fois plus grands. D'apres
les resultats presentes au paragraphe 6.5.5 sur l'inuene du type de l'eoulement, il est
normal d'observer ette dierene entre notre modele et elui de Shott Hvidberg et al.
(1997), puisque e dernier reproduit un eoulement situe entre les eoulements plan et
axisymetrique. La onsequene de ette dierene sur les vitesses vertiales est dire-
tement visible sur les lignes de ourant, qui desendent beauoup plus profond ave le
modele de Shott Hvidberg et al. (1997) qu'ave le notre (f. les Figures 8.9 et 8.8).
8.4.3 Fabrique
La Figure 8.12 presente l'evolution de la fabrique (Ro et '
o
) dans le forage de GRIP
(trait plein) et la ourbe Ro dans le forage de GISP2 (tirets) obtenus ave le modele.
Nous observons qu'il y a tres peu de dierene sur la onentration de la fabrique entre
les deux forages distants de 28 km.
Sur ette me^me gure, nous avons reporte les valeurs des onentrations de la fa-
brique Ro mesurees par Thorsteinsson et al. (1997) dans le forage de GRIP. Les resultats
que nous obtenons donnent une onentration de la fabrique legerement inferieure a
elle mesuree jusqu'a 1000m de profondeur. Pour des profondeurs superieures, et jus-
qu'a 2 800m, la onentration de la fabrique obtenue est en aord ave elle mesuree
par Thorsteinsson et al. (1997). Nous ne reproduisons evidemment pas les fabriques
de reristallisation disontinue observees pour des profondeurs superieures a 2 800m de
profondeur.
Pour omparaison, nous avons reporte sur la Figure 8.12a l'evolution de Ro obtenue
au paragraphe 5.3 ave le modele "1D", pour un me^me omportement de grain ( =
0:25 et  = 1:0). Rappelons que le modele "1D" suppose que la deformation est une
8.4. Appliation a la ligne d'eoulement GRIP-GISP2 147
−2.0 −1.0 0.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
−0.2 −0.1 0.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
−30 −25 −20 −15 −10 −5 0
0.0
0.2
0.4
−30 −25 −20 −15 −10 −5 0
0.0
2.0
4.0
PSfrag replaements
(a)
(b)
()
(d)

u
1
(
m
a
 
1
)
u
1
(ma
 1
)
b
(
m
a
 
1
e
q
:
g
l
a

e
)
u
2
(ma
 1
)
x
1
(km)
^
x
2
^
x
2
Fig. 8.11 : (a) Vitesse horizontale en surfae, (b) aumulation sur la surfae , ()
prols vertiaux de vitesses horizontales et (d) de vitesses vertiales, en fontion de
la profondeur reduite x^
2
dans les forages de GRIP (trait ontinu) et GISP2 (tirets)
a la onvergene du probleme ouple. Les erles representent les valeurs mesurees en
surfae : aumulation a GRIP (Dahl-Jensen et al., 1993), aumulation a GISP2 (Meese
et al., 1994) et vitesses horizontales en surfae (Keller et al., 1995). Les aumulations
representees par des tirets sont extraites de la arte d'aumulation proposee par Bolzan
et Strobel (1994).
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ompression vertiale et que la vitesse de deformation vertiale est onstante jusqu'a la
profondeur de 1 750m, puis qu'elle dero^t lineairement pour s'annuler au ontat du lit
roheux (Dahl-Jensen et al., 1993). Comme nous l'avions remarque au paragraphe 5.3,
le modele "1D" onduit a une evolution de la onentration de la fabrique beauoup
trop rapide pour des profondeurs superieures a 1 000m, que e soit ave notre modele a
ontraintes homogenes ou ave le modele auto-oherent de Castelnau et al. (1996a). Pour
expliquer la dierene entre es resultats, nous avons trae sur la Figure 8.13 l'evolution
des vitesses de deformation

D
11
,

D
22
et

D
12
dans le forage de GRIP, en fontion de la
profondeur. Notons que e ne sont pas exatement les vitesses de deformations subies
par les glaes se trouvant a l'aplomb de GRIP, et qui arrivent selon des trajetoires (non
vertiales) issues de la surfae entre le do^me et GRIP. Sur ette gure, nous observons
que la vitesse de deformation

D
22
est onstante de la surfae jusqu'a la profondeur de
2 400m, soit 650m plus profond que dans le modele de Dahl-Jensen et al. (1993). Par
ontre, l'hypothese de ompression uniaxiale n'est plus valable a partir de 2 000m de
profondeur ou la ontrainte de isaillement n'est plus nulle. Il appara^t lairement que,
pour des profondeurs superieures a 2 500m, la glae subit un fort isaillement malgre
la ondition de symetrie du do^me situe a 3 km de GRIP. Le alul d'evolution pouvant
e^tre mene sous forme adimensionnee, seuls le hamp de temperatures, la geometrie de
la alotte et le omportement du grain ( et ) ont une inuene sur le hamp de
fabriques obtenu ave notre modele. Par onsequent, 'est uniquement la dierene de
repartition des vitesses de deformation en fontion de la profondeur qui est responsable de
la dierene d'evolution de la fabrique observee entre le modele ouple et le modele "1D".
En adoptant pour le modele "1D" les vitesses de deformation obtenues ii, l'evolution
de la fabrique devrait e^tre moins rapide qu'ave la vitesse de deformation donnee par
le modele de Dahl-Jensen et al. (1993). Neanmoins, il ne serait toujours pas possible
de prendre en ompte les vraies trajetoires des polyristaux se trouvant atuellement a
l'aplomb du forage de GRIP.
Ces resultats, obtenus pour un omportement de grain moins anisotrope que elui
observe, ne mettent pas en doute le fateur ralentissant sur l'evolution de la fabrique
de la progressive polygonisation des grains (Castelnau et al., 1996b). Cependant, la
omparaison des evolutions de la fabrique obtenues ave les modeles "1D" et ouple,
pour un me^me omportement de grain, montrent que les onditions de l'eoulement
inuene notablement l'evolution de la fabrique.
L'inlinaison du maximum d'orientation obtenu ave le modele est visible sur la Figure
8.12. Sa valeur maximum est de 2
Æ
par rapport a la vertiale. Cei est ompatible ave
les textures observees dont la deviation de la moyenne des orientations des ristaux par
rapport a la vertiale est generalement omprise entre 1
Æ
et 6
Æ
(Thorsteinsson et al.,
1997).
8.4.4 Datation
Nous proposons une datation des forages de GRIP et GISP2 orrespondant aux hamps
de fabriques et de vitesses alules ave le modele ouple. Nous obtenons une evolution de
l'a^ge en fontion de la profondeur quasi-lineaire dans la premiere moitie du forage et une
brusque augmentation de l'a^ge a l'approhe du lit roheux, ou la ondition d'adherene
onduit a un a^ge inni au fond.
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Fig. 8.12 : (a) Evolution de la onentration de la fabrique Ro dans les forages de
GRIP (trait ontinu) et GISP2 (tirets) obtenu a la onvergene du probleme ouple et
(b) evolution de l'inlinaison par rapport a la vertiale du maximum d'orientation '
o
dans le forage de GRIP (trait ontinu). Les erles representent les valeurs mesurees par
(Thorsteinsson et al., 1997). Sur la gure (a) est representee en pointille l'evolution de
Ro obtenue ave les hypotheses du modele "1D" presente au paragraphe 5.3 (pour un
me^me omportement de grain).
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Fig. 8.14 : Evolution de l'a^ge de la glae en fontion de la profondeur dans les forages
de GRIP et GISP2 obtenue a la onvergene du probleme ouple (ourbes). Les erles
representent les datations proposees par Johnsen et al. (1992) et Meese et al. (1997).
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La valeur de B
1
ayant ete hoisie pour obtenir un a^ge de 14 450 a a la profondeur
de 1 753:4m dans le forage de GRIP, nous verions bien que la ourbe de datation
obtenue onorde jusqu'a ette profondeur ave les mesures eetuees dans e forage.
La ourbe de datation obtenue pour le forage de GISP2 donne, elle aussi, une datation
orrete jusqu'a la profondeur de 1 500m. Pour des profondeurs superieures et pour les
deux forages, les a^ges predits par le modele sont plus jeunes que eux donnes par les
datations eetuees par Johnsen et al. (1992) et Meese et al. (1997). Dans le forage
de GIPS2, nous obtenons un a^ge inferieur jusqu'a l'avant dernier point date a 2 800m,
et ei malgre la ondition de vitesse nulle au fond. Sur les mesures de datation du
forage de GRIP, on observe un hangement de ourbure de la ourbe a^ge-profondeur au
niveau de la transition Holoene-Wisonsin a 1 650m de profondeur. Nos ourbes ne
reproduisent pas e hangement brutal puisque les proprietes du materiau, la fabrique et
la temperature, evoluent ontinu^ment en fontion de la profondeur dans notre modele.
Notons enn, que la duree neessaire a e alul ouple applique a la ligne d'eoulement
GRIP-GISP2 est, sur notre station HP9000-712/80, inferieure a 10 heures. Cei montre
que l'objetif de onstruire un modele appliable de faon pratique au alul de l'eoulement
bidimensionnel d'une alotte polaire a ete atteint.
8.5 Conlusion
Les methodes numeriques permettant le alul des vitesses et de la fabrique, mises en
plae dans les deux hapitres preedents, ont ete ouplees pour determiner les hamps
de vitesses et de fabriques d'un eoulement stationnaire de geometrie xee.
Pour une geometrie de alotte simpliee, dont le lit roheux est plat, nous montrons
lairement l'inuene du hamp de temperatures sur la formation des fabriques. Un
hamp de temperatures tel que elui observe dans le forage de GRIP onduit a une loa-
lisation de la deformation dans les glaes profondes et, par onsequent, a une evolution de
la onentration de la fabrique beauoup plus lente que si la temperature etait isotherme.
Pour es me^mes onditions de geometrie, nous montrons que plus le omportement du
grain est anisotrope plus l'evolution de la onentration de la fabrique est rapide au sein
de la alotte polaire, omme nous l'avions deja observe a l'ehelle du polyristal au Cha-
pitre 5. Pour reproduire les fabriques observees nous devons adopter un omportement
de grain dont l'anisotropie est plus faible que elle observee experimentalement.
Finalement, nous avons applique le alul ouple a la ligne d'eoulement allant de
GRIP a GISP2, montrant ainsi que notre modele satisfait aux riteres de rapidite et
faisabilite, enones dans l'introdution de e manusrit, lui permettant d'e^tre utilise pour
d'erire l'eoulement et l'evolution de la fabrique a l'ehelle d'une alotte polaire. A la
onvergene du probleme ouple, nous obtenons une evolution de la fabrique beauoup
plus prohe de elle observee dans le forage de GRIP que elle que nous obtenons, pour
un me^me omportement de grain, en supposant que la deformation est seulement une
ompression vertiale dont l'evolution est donnee par le modele de Dahl-Jensen et al.
(1993). Cette etude montre la neessite de prendre en ompte l'eoulement dans sa
globalite pour modeliser le developpement des fabriques au sein des alottes polaires.
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Conlusion
Au ours de e travail, nous avons mis en plae les outils neessaires a l'elaboration d'un
modele qui determine les hamps de vitesses et de fabriques de l'eoulement bidimen-
sionnel stationnaire d'une alotte polaire de geometrie donnee.
A l'ehelle du grain (Chapitre 2), nous avons formule la loi de omportement lineaire,
orthotrope de revolution, proposee par Meyssonnier et Philip (1996), sous forme inva-
riante par hangement de referentiel et nous l'avons etendue au as non lineaire. Cette
loi de omportement suppose que le ristal de glae presente une symetrie de revolution
par rapport a son axe  et elle depend de trois parametres qui permettent de derire
une gamme d'anisotropie allant de l'isotropie jusqu'au as ou le grain ne se deforme que
par glissement dans ses plans de base. Dans le as lineaire, nous avons montre que ette
loi de omportement etait equivalente a elle, plus physique, mettant en jeu le glissement
dans les plans ristallins basal, pyramidal et prismatique.
A l'ehelle du polyristal, nous avons etendu au as orthotrope les resultats analytiques
de Lliboutry (1993), relatifs au omportement d'un polyristal orthotrope de revolution
ompose de grains ne se deformant que par glissement basal, l'homogeneisation etant
faite sous l'hypothese d'une repartition homogene des ontraintes. Nos resultats pour un
polyristal orthotrope, lineaire et non-lineaire (n = 3), ont ete obtenus en supposant le
omportement du grain orthotrope de revolution, e qui onduit a un omportement du
polyristal plus realiste (Chapitre 4).
Deux methodes de desription de la fabrique ont ete envisagees : la representation par
l'ensemble des orientations d'un nombre ni de grains disrets onstituant le polyristal
et une representation par une fontion ontinue de distribution des orientations (ODF)
donnant la densite relative de grains pour une orientation donnee. Nous avons montre
qu'en utilisant ette deuxieme representation, et pour des hargements preservant les
symetries d'orthotropie du materiau, il est possible d'obtenir une expression analytique
de l'evolution de l'ODF lorsque le omportement du ristal est lineaire. Cette formulation
analytique predit des fabriques en aord ave elles attendues dans des as de hargement
simples, tels qu'une ompression (axes  onentres selon la diretion de ompression),
une tration (axes  formant une ouronne dans le plan perpendiulaire a la tration)
ou un isaillement pur (axe  onentre a 45
Æ
de la diretion de isaillement). De ette
expression analytique pour l'ODF, nous avons deduit une forme d'ODF ne dependant
que de trois parametres et qui est adaptee a la desription des fabriques observees dans
les alottes polaires (Chapitre 3).
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Pour des solliitations de ompression, tration, isaillement pur et isaillement simple,
nous avons etudie l'evolution onjuguee du omportement et de la fabrique du polyristal
lineaire. Ces tests montrent l'amelioration apportee, a l'ehelle de la reponse du poly-
ristal, par le omportement de grain orthotrope de revolution que nous avons adopte.
Pour un isaillement simple, lorsque le grain ne se deforme pas seulement par glissement
dans le plan de base, nous avons montre que la fabrique evolue vers une fabrique a un
seul maximum, oriente perpendiulairement a la diretion du isaillement (Chapitre 5).
A l'ehelle de la alotte polaire, nous avons mis en plae les methodes numeriques
permettant de resoudre l'equation de l'equilibre pour une fabrique donnee, par la methode
des elements nis, et l'evolution de la fabrique pour un eoulement donne, par la methode
des lignes de ourant. Nous avons adopte une geometrie simpliee bidimensionnelle
de alotte polaire, en deformations planes ou axisymetrique, dont la topographie de la
surfae libre est supposee e^tre elle de l'eoulement stationnaire. Nous avons quantie
l'inuene sur l'eoulement a l'ehelle de la alotte polaire, des hamps de fabriques et
de temperatures, du omportement du grain et du type de l'eoulement.
Nous avons montre que, lorsque la fabrique varie en fontion de la profondeur omme
elle observee a GRIP, l'eoulement est approximativement deux fois plus rapide que pour
de la glae isotrope a la me^me temperature (resultat onforme a elui de Mangeney, 1996).
La dierene entre les deux eoulements est enore ampliee lorsque la temperature n'est
pas isotherme, mais varie en fontion de la profondeur omme elle observee a GRIP
(Chapitre 6).
Pour le alul du hamp de fabriques stationnaire orrespondant a un eoulement
donne, nous avons montre qu'il est possible d'adopter l'ODF parametree (3.34) pour
derire les fabriques formees par l'eoulement au sein d'une alotte polaire. Nous avons
mis en plae une methode eÆae, tant par le nombre restreint de donnees a stoker en
haque nud du maillage aux elements nis (trois), que par la rapidite du alul, qui
fournit le hamp de fabriques stationnaire pour un hamp de vitesses et un omportement
de polyristal donnes (Chapitre 7).
A la onvergene du probleme ouple, qui alterne le alul des vitesses et de la fa-
brique, nous obtenons les hamps de vitesses et fabriques orrespondants a l'eoulement
stationnaire d'une alotte polaire de geometrie donnee, pour un omportement et un
hamp de temperatures donnes. L'appliation a une geometrie de alotte simpliee
montre l'inuene du hamp de temperatures sur la forme et la onentration des fa-
briques obtenues a la onvergene du probleme ouple.
Nous avons applique le modele ouple a la ligne d'eoulement GRIP-GISP2. Pour
des temps de alul raisonnables (< 10 heures sur notre station HP9000-712/80), notre
modele est utilisable dans l'etat pour des appliations a l'ehelle des alottes polaires.
Les resulats preliminaires de ette etude indiquent lairement la neessite de prendre
en ompte des onditions d'eoulement realistes dans le alul du developpement des
fabriques. En eet, nous avons mis en evidene la dierene entre les evolutions de la
fabrique dans le forage de GRIP donnees par le modele ouple et le modele "1D" sup-
posant que la glae se deforme en ompression uniaxiale ave une vitesse de deformation
donnee par le modele de Dahl-Jensen et al. (1993) (Chapitre 8).
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En onlusion de e travail, qui est un premier pas vers la prise en ompte de la fabrique
omme inonnue de l'eoulement, nous pouvons proposer deux axes de developpement
qui sont la onfrontation du modele aux donnees de terrain et l'amelioration du modele
existant, es deux voies pouvant e^tre explorees en parallele.
Pour les appliations, nous distinguons deux domaines possibles :
 Dans le domaine de la Glaiologie, notre modele doit e^tre utilise pour modeliser les
eoulements en amont des forages profonds realises en Antartique et au Groen-
land. Il serait notamment interessant de omprendre quelle est la onguration
d'eoulement qui onduit aux fabriques formees a Vostok, si dierentes de elles
de GRIP. L'utilisation de notre modele permettra de proposer une datation des
glaes des forages profonds qui tient ompte de l'inuene de l'anisotropie de la
glae sur l'eoulement. Notons aussi qu'il serait interessant d'utiliser, pluto^t que la
seule notion de onentration de la fabrique (le Ro de Thorsteinsson et al., 1997),
l'ODF parametree (3.34) pour arateriser les fabriques observees. Cette demarhe
permettrait d'obtenir des informations plus preises sur la symetrie des fabriques,
mais aussi sur une eventuelle inlinaison du maximum d'orientation par rapport a
la vertiale.
 Pour la ommunaute des sienes des materiaux, notre demarhe originale utilisant
une ODF parametree pour derire la fabrique devrait pouvoir s'appliquer a d'autres
materiaux, et permettre ainsi d'augmenter la resolution des problemes a grande
ehelle (par exemple en formage de piees metalliques).
Conernant l'amelioration du modele, les etapes suessives pouront-e^tre les suivantes :
 Reherhe de la surfae libre orrespondant a un taux d'aumulation en surfae
donne.
 Implementation dans le ode elements nis de la loi de omportement non-lineaire
(n = 3), presentee au Chapitre 4 et en Annexe C, et du alul d'evolution de la
fabrique dans le as non-lineaire.
 Amelioration du modele d'homogeneisation, en adoptant un modele auto-oherent
qui prenne en ompte l'interation entre le grain et le polyristal, tout en onservant
notre modele de grain et la representation de la fabrique par une ODF.
 Developpement du ode pour une geometrie de alotte polaire tridimensionnelle.
Enn, il faudra inorporer dans notre modele de polyristal les resultats du pro-
gramme en ours sur la modelisation des proessus de reristallisation de la glae polaire,
pour prendre en ompte les eets de la polygonisation sur la inetique de formation des
fabriques, et l'ourene dans la ouhe basale de la reristallisation disontinue qui a
pour eet de detruire les fabriques heritees de l'histoire de la deformation.
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Annexe A
Loi de omportement du ristal
de glae
Nous donnons dans ette annexe les aluls intermediaires qui ont permis d'etablir la loi
de omportement du grain proposee au Chapitre 2.
Materiau lineaire inompressible orthotrope de revolution
Pour derire le omportement des materiaux orthotropes de revolution lineaires, Boeh-
ler (1978) propose d'adopter la forme invariante engendree par les quatre generateurs
independants du as orthotrope de revolution I , , M
3
et (M
3
+M
3
), soit
(A.1) D = 
1
I + 
2
M
3
+ 
3
 + 
4
(M
3
+M
3
),
ou dans le as lineaire, 
3
et 
4
sont des onstantes et 
1
et 
2
sont uniquement fon-
tions des invariants tr () et tr (M
3
). La loi de omportement depend don de six
parametres.
Lorsque le materiau est inompressible, la ondition d'inompressibilite trD = 0
entra^ne :
(A.2) 3
1
+ 
2
+ 3p
3
+ 2
4
tr (M
3
) = 0,
ou p = tr ()=3 est la pression isotrope.
En deomposant le tenseur des ontraintes  en sa partie deviatoire S et isotrope
pI, la loi (A.1) se reerit :
(A.3) D = (
1
+ p
3
)I + (
2
+ 2p
4
)M
3
+ 
3
S + 
4
(SM
3
+M
3
S).
Si nous supposons que la vitesse de deformation ne depend pas de la pression isotrope
p, en utilisant (A.2) et tr (M
3
) = tr (M
3
S) + p, nous obtenons l'expression (2.2) ou
les oeÆients Æ
r
sont denis a partir des oeÆients 
r
par :
Æ
1
= 
2
+ 2p
4
,
Æ
2
= 
3
,
Æ
3
= 
4
.
(A.4)
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Intervalles de validite des parametres  et 
Les parametres  et  ne peuvent pas prendre n'importe quelles valeurs. Pour determiner
les intervalles de denition des parametres  et  il est neessaire d'exprimer le potentiel
(2.12) sous forme irredutible. Pour ela, le potentiel est reformule en fontion des
inq omposantes independantes (
g
S
11
 
g
S
22
)
2
,
g
S
2
33
,
g
S
2
23
,
g
S
2
31
et
g
S
2
12
du tenseur des
ontraintes deviatoires. Sahant que :
(A.5)
g
S
2
11
+
g
S
2
22
=
1
2
g
S
2
33
+
1
2
(
g
S
11
 
g
S
22
)
2
,
le potentiel (2.12) se reduit a
(A.6) 
S
=
 
2
 
g
S
2
23
+
g
S
2
31
+

4
 
(
g
S
11
 
g
S
22
)
2
+ 4
g
S
2
12

+ 
 
 + 2
4   1
 
1
4

g
S
2
33
!
.
Le potentiel devant rester positif, nous obtenons les onditions d'enadrement (2.13)
pour  et .
Annexe B
Etude de la stabilite des positions
d'equilibre des grains
Dans ette annexe, nous donnons les equations qui permettent de predire la stabilite des
positions d'equilibre des grains donnees par
_

0
=
_
(
0
; '
0
) = 0 et _'
0
= _'(
0
; '
0
) = 0.
En notant u le veteur de omposantes (
_
; _') dans l'espae (; ') (f. Figure B.1
pour la denition des notations), l'etude de la stabilite de la position (
0
; '
0
) revient a
montrer que la partie radiale de u, note u
r
, est negative, soit
(B.1) u
r
=
_
 os + _' sin < 0.
Si ette ondition est veriee, un grain subissant une petite perturbation quelonque
(d;d') est ramene dans sa position initiale, et par onsequent l'equilibre peut e^tre
onsidere omme stable.
En notant que
(B.2)




d = os dr
d' = sindr
,
et
(B.3)













_
 =

_







0
d +

_

'





0
d'
_' =
 _'





0
d +
 _'
'




0
d'
,
au voisinage de (
0
; '
0
) ou
_
 et _' s'annulent, la ondition (B.1) se reerit :
u
r
= os
2
dr
2
4
a+ b
d'
d 
+ 
 
d'
d 
!
2
3
5
< 0,
ou u
r
= sin
2
dr
2
4
a
 
d 
d'
!
2
+ b
d 
d'
+ 
3
5
< 0.
(B.4)
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PSfrag replaements

u =
_
 e

+ _' e
'
u
r
e
r
u

e

M
0
M
d
r
e

e
'
Fig. B.1 : Denition des notations utilisees pour l'etude de la stabilite de l'equilibre au
point M
0
(
0
; '
0
).
ou
(B.5) a =

_







0
; b =

_

'





0
+
 _'






0
; et  =
 _'
'





0
.
Le rapport d'=d variant de moins l'inni a plus l'inni, la position d'equilbre M
0
est don stable si, et seulement si :
(B.6)

a < 0
ou  < 0
et b
2
  4a < 0,
ou
(B.7) a = 0 et b = 0 et  < 0,
ou
(B.8)  = 0 et b = 0 et a < 0,
soit, si et seulement si une des trois onditions (3.12), (3.13) et (3.14) est veriee.
Annexe C
Polyristal orthotrope
non-lineaire
Nous donnons les resultats intermediaires du alul d'homogeneisation du materiau or-
thotrope non-lineaire (n = 3) presentes au Chapitre 4.
Les vingt-deux oeÆients a
r
du potentiel (4.30) sont denis uniquement a partir
des trois parametres rheologiques du grain 
1
, 
2
, 
3
et de quatorze integrales J
pq
(4.9).
Leur expression est donnee dans le Tableau C.1.
Les vingt-deux oeÆients du potentiel (4.30) verient sept relations. Il est don
possible d'exprimer sept des oeÆients en fontion des quinze autres. En utilisant les
notations suivantes,
 
1
= 
1
2

2

3
,
 
2
= 
2
2

1

3
,
 
3
= 
3
2

1

2
,
 
4
= 8
1

2
  5
2
3
,
 
5
=  (8
2
2
+ 22
2
3
+ 44
1

2
+ 77
1

3
+ 22
2

3
),
(C.1)
les relations liant a
1
, a
2
, a
3
, a
4
, a
5
, a
12
et a
13
aux quinze autres parametres s'erivent :
48a
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4
= (1144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Tab. C.1 : Expression des a
r
en fontion de 
1
, 
2
et 
3
et des integrales J
pq
denies par (4.9). Ces aluls ont ete realises a
l'aide du logiiel Maple.
166 Annexe C. Polyristal orthotrope non-lineaire
Annexe D
Stabilite en isaillement simple
des fabriques a un seul maximum
Dans ette annexe, nous etudions analytiquement la stabilite en isaillement simple des
fabriques a un seul maximum d'orientation ontenu dans le plan de isaillement.
Considerons un polyristal dont tous les axes  sont ontenus dans le plan (e
1
;e
2
)
et ont la me^me orientation ( = =2; '). Si tous les axes  des grains sont onfondus, le
omportement du polyristal est equivalent a elui d'un grain unique. Dans la suite, le
omportement du grain, et don du polyristal, est suppose lineaire et il est donne par
la loi (2.7). Nous nous proposons d'etudier la stabilite de ette fabrique si le grain est
soumis a un etat de deformation de isaillement simple deni, dans le repere de referene
fRg, par :
(D.1)

D =
0

0

D
12
0

D
12
0 0
0 0 0
1
A
et

W =
0

0

D
12
0
 

D
12
0 0
0 0 0
1
A
La position d'equilibre de e grain est donnee par l'etude des variations des vitesses
de rotation (3.43). Il vient immediatement
_
 = 0 puisque  = =2, et par onsequent,
l'axe  du grain reste ontenu dans le plan (e
1
;e
2
) pour une deformation en isaillement
simple.
L'etude des variations de _' est realisee en remplaant les ontraintes deviatoires

S
11
,

S
22
et

S
12
dans (3.43) par leurs expressions en fontion de la vitesse de deformation
imposee

D
12
et de ', omme suit :
- En utilisant la matrie de rotation reliant
g

D a

D, donnee par (2.1) ou  = =2, et
l'expression (D.1) de

D, il vient :
(D.2)












g

D
11
= 0
g

D
22
=  

D
12
sin 2'
g

D
33
=

D
12
sin 2'
2
g

D
23
=

D
12
os 2'
2
g

D
31
= 0
2
g

D
12
= 0
.
- En introduisant la loi de omportement (2.7), les expressions preedentes sont
reerites en fontion des ontraintes deviatoires
g

S
ij
, exprimees dans le repere du grain.
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Ave la premiere equation de (D.2) nous obtenons :
(D.3)
g

S
11
= 2
   1
2 + 1
g

S
22
,
puis ensuite, il vient :
(D.4)





















g

S
11
=  

D
12
2
 
2   2
3
sin 2'
g

S
22
=  

D
12
2
 
2 + 1
3
sin 2'
g

S
33
=

D
12
2
 
4   1
3
sin2'
g

S
23
=

D
12
2
 
os 2'
g

S
31
= 0
g

S
12
= 0
.
- Puis par hangement de base, les relations preedentes onduisent aux relations
donnant les ontraintes deviatoires, exprimees dans le repere de referene, en fontion de
la vitesse de deformation appliquee

D
12
, soit :
(D.5)






















S
11
=  
2
 

D
12

1 + 2 sin
2
'  4 os
2
'
3
+ os 2'

sin 2'

S
22
=  
2
 

D
12

1 + 2 os
2
'  4 sin
2
'
3
  os 2'

sin 2'

S
33
=  
4
 

D
12
   1
3
sin 2'

S
23
= 0

S
31
= 0

S
12
=
2
 

D
12



sin
2
2'+ os
2
2'

.
- Enn, en reportant es expressions dans la deuxieme equation de (3.43) denissant
_' et en notant que

W
12
=

D
12
, nous obtenons :
(D.6) _' =  

D
12
(1 + os 2').
L'etude du signe de _' montre que, quelque soit le omportement du grain (lineaire),
la seule position d'equilibre est en ' = =2, mais que ette position d'equilibre n'est
stable qu'a gauhe puisque _' ne hange pas de signe. Une perturbation positive entra^ne
la rotation du grain jusqu'a la position d'equilibre opposee, mais qui orrespond a la
me^me position du grain (rotation de ).
Pour un grain se deformant uniquement par glissement dans les plans de base ( = 0),
seuls les grains orientes a ' = 0 ou ' = =2 (a  pres) peuvent se deformer. En eet, si
 = 0 et ' 6= k=2, les relations (D.5) onduisent a

D
12
= 0 et ei quelque soit l'etat
de ontrainte.
Annexe E
ODF analytique pour un
isaillement simple dans
l'hypothese de Taylor
Dans ette annexe, nous presentons les aluls permettant d'obtenir une expression ana-
lytique de l'ODF pour un etat de deformation en isaillement simple et en faisant l'hy-
pothese de deformations homogenes dans le polyristal (modele de Taylor). Il ne semble
pas possible d'obtenir une formulation similaire ave le modele a ontraintes homogenes.
Neanmoins, e resultat est interessant puisqu'il prouve qu'il est possible d'aboutir a une
fabrique a un seul maximum, oriente perpendiulairement a la diretion du isaillement.
D'apres les expliations developpees au paragraphe 3.4.5, les equations (3.9) donnant
_
 et _' pour le modele a ontraintes homogenes restent valables pour le modele de Taylor
en remplaant  

S
ij
=2 par

D
ij
. Par onsequent, pour un etat de deformation de isaille-
ment simple

D
12
=

W
12
, deni au paragraphe 5.4.1, les equations (3.9) se reerivent,
sous l'hypothese du modele de Taylor, omme :
(E.1)




_
 =   sin  os  sin 2'

D
12
_' =  (1 + os 2')

D
12
.
L'integration de e systeme d'equations, en posant omme onditions initiales (0) = 
0
et '(0) = '
0
a t = 0, donne :
(E.2)







tan' = tan'
0
  
tan  = tan 
0

1 + (tan'
0
  )
2
1 + tan
2
'
0

1=2
,
ou  = 2

D
12
t mesure la deformation en isaillement simple de 0 a t.
L'equation de la onservation du nombre de grain (3.10) erite sous la forme (3.25)
devient :
(E.3)
d f sin 
d t
=  2f sin 
 
_
 ot 2   _'
sin 2'
1 + os 2'
!
,
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Fig. E.1 : Representation en projetion de Shmidt de l'ODF analytique de isaillement
simple E.4, obtenue ave le modele de Taylor, pour dierentes valeurs de la deformation
.
qui s'integre pour donner :
(E.4) f(; '; t) sin  =
sin 
0
sin 2
0
(1 + os 2'
0
)
sin 2(1 + os 2')
.
En inversant les relations (E.2), puis en remplaant 
0
et '
0
dans l'equation preedente
par leurs expressions en fontion de , ' et , il vient :
(E.5) f(; '; t) =
1
 
os
2
 + sin
2

 
os
2
'+ (sin'+  os')
2

3=2
.
Il est interessant de remarquer que l'ODF (E.5) ne presente pas de symetrie d'or-
thotropie, mais que la forme de la fabrique reste tres prohe de elle d'une fabrique
orthotrope (f. Figure E.1).
Annexe F
Inversion de la loi de
omportement dans le as lineaire
L'homogeneisation a partir de l'hypothese de ontraintes homogenes onduit a une loi de
omportement donnant les vitesses de deformation en fontion des ontraintes deviatoires.
Dans le adre d'un alul d'eoulement de alotte polaire par la methode des elements
nis formulee en "vitesse-pression", le traitement de la vitesse omme inonnue nodale
neessite de determiner la loi inverse donnant les ontraintes deviatoires en fontion
des vitesses de deformation. Les resultats analytiques obtenus au Chapitre 4 vont
nous permettre d'eetuer ette inversion de maniere relativement simple, alors que sans
expression analytique pour la loi de omportement marosopique, seule une inversion
numerique serait envisageable.
Le probleme a resoudre est don : a partir de l'expression (4.6), determiner la loi
inverse orrespondante qui exprime les ontraintes deviatoires

S en fontion des vitesses
de deformation

D.
En remarquant que
2

S =
3
X
r=1
(

S

M
r
+

M
r

S)
D
,
la loi de omportement (4.6) est reerite en introduisant le generateur

S de faon a
eliminer (

S

M
3
+

M
3

S)
D
. Cei permet d'exprimer

S en fontion des autres termes :
2
6

S =

D  
3
X
r=1

r

I
r

M
D
r
  (
4
  
6
)(

S

M
1
+

M
1

S)
D
  (
5
  
6
)(

S

M
2
+

M
2

S)
D
,
(F.1)
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Les generateurs verient les proprietes suivantes :

M
1

M
1
=

M
1
,

M
1

M
D
1
=
2
3

M
1
,

M
2

M
1
= 0,

M
2

M
D
1
=  
1
3

M
2
,

M
r

S

M
r
= tr (

M
r

S)

M
r
,
(F.2)
e qui permet d'exprimer les invariants tr (

M
r

D) a partir de l'expression (4.6) sous la
forme :
(F.3) tr (

M
r

D) = (
r
+ 2
r+3
)

I
r
 
1
3
3
X
s=1
(
s
+ 2
s+3
)

I
s
, r = 1; 2; 3,
ainsi que les generateurs (

D

M
1
+

M
1

D)
D
et (

D

M
2
+

M
2

D)
D
:
(

M
1

D +

D

M
1
)
D
=
2
3
 
(2
1
+ 
4
)

I
1
  (
2
+ 2
5
)

I
2
  (
3
+ 2
6
)

I
3


M
D
1
+ 
4
(

M
1

S +

S

M
1
)
D
+ 
5
(

M
2

S

M
1
+

M
1

S

M
2
)
+ 
6
(

M
3

S

M
1
+

M
1

S

M
3
),
(

M
2

D +

D

M
2
)
D
=
2
3
 
 (
1
+ 2
4
)

I
1
+ (2
2
+ 
5
)

I
2
  (
3
+ 2
6
)

I
3


M
D
2
+ 
4
(

M
1

S

M
2
+

M
2

S

M
1
) + 
5
(

M
2

S +

S

M
2
)
D
+ 
6
(

M
3

S

M
2
+

M
2

S

M
3
).
(F.4)
En inversant les trois relations (F.3) et en remarquant que

M
p

S

M
q
+

M
q

S

M
p
=
 

S + (

M
p

S +

S

M
p
) + (

M
q

S +

S

M
q
)
  tr (

M
p

S)(

M
p
+

M
r
)  tr (

M
q

S)(

M
q
+

M
r
),
(F.5)
ou (p; q; r) = (1; 2; 3); (3; 1; 2); (2; 3; 1), les deux generateurs et les trois invariants du
tenseur des ontraintes sont remplaes par leurs expressions en fontion de elles des
vitesses de deformation. Puis, en exprimant le generateur

D omme la demi-somme des
generateurs (

D

M
r
+

M
r

D)
D
, nous obtenons la loi de omportement inverse suivante
pour le polyristal de glae orthotrope lineaire :
(F.6)

S =
3
X
r=1


r
tr (

M
r

D)

M
D
r
+ 
r+3
(

D

M
r
+

M
r

D)
D

.
Notons que la forme de la loi (F.6) aurait pu e^tre postulee, a priori, puisqu'elle
est formellement identique a la loi reliant les vitesses de deformation aux ontraintes
deviatoires (4.6). Ce qui preede a don voation de demonstration.
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Les relations liant les visosites 
r
aux uidites 
r
sont donnees par
1
:

1

1

2
=(2
2
+ 2
3
+ 2
5
+ 2
6
)
3
4
+
 
(
1
+ 2
3
 2
5
)
5
  2
2
6
+ (
1
+ 2
2
)
6
+ 
3


2
4
 
 
(3
1
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3
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6
)
2
5
+ (2
2
6
+ 6
1

6
+ 
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)
5

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4
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1
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2
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6
+ 
3
) 
6

4
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3
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3
5
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1
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6
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1
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6
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3

6
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5
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1
+ 
2
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  
3

2
6
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(F.10) 2
4

1
=  
2
4
+ 
2
5
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2
6
+ 
4

5
+ 
4
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5

6
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1
Caluls realises a l'aide du logiiel Maple.
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Annexe G
Prol de Vialov (1958)
Dans ette annexe, nous presentons les hypotheses qui permettent d'obtenir l'equation
du prol de la surfae de Vialov (1958), ainsi que les hamps de vitesses assoies. Nous
etudions les eoulements plan et axisymetrique.
Dans l'hypothese de l'approximation de la ouhe mine (Hutter, 1983; Morland,
1984; Ritz, 1992), le developpement a l'ordre 0 en fontion du rapport d'aspet
1
 de la
alotte permet d'obtenir une expression analytique de la surfae et des vitesses pour un
eoulement stationnaire de glae isotrope.
Pour les eoulements en deformation plane et axisymetrique, les equations de l'equilibre
quasi-statique (6.5) se reduisent pour l'ordre 0 a :
(G.1)





S
12;2
=  p
;1
p
;2
= g
.
Ces equations s'integrent, pour donner :
(G.2)




p = g(x
2
 H(x
1
))

S
12
= gH(x
1
)
;1
(x
2
 H(x
1
))
,
ou H designe l'epaisseur de la alotte.
Le omportement de la glae isotrope lineaire, a l'ordre 0 se reduit a :
(G.3)

S
12
=
1
B
1
u
1;2
,
e qui permet, en remplaant

S
12
dans (G.3) par son expression (G.2)
2
, d'obtenir l'ex-
pression suivante pour la vitesse horizontale :
(G.4) u
1
= gB
1
H(x
1
)
;1
 
x
2
2
 H(x
1
)
!
x
2
.
En supposant une aumulation b onstante en surfae, l'integration de l'equation
d'inompressibilite (6.11) ou (6.14) par rapport a x
2
et deux fois par rapport a x
1
onduit
1
Rapport de l'epaisseur a la longueur arateristiques, de l'ordre de 10
 3
.
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a l'equation de la surfae de Vialov (1958). En posant H(x
1
) = H, ette equation s'erit
(Ritz, 1992) :
(G.5) H
4
= H
4
0
  b
3
gB
1
x
2
1
,
ou  = 2 pour l'eoulement plan et  = 1 pour l'eoulement axisymetrique.
La vitesse horizontale est alulee a partir de (G.4), e qui permet alors d'obtenir
l'expression de la vitesse vertiale en integrant selon x
2
l'equation d'inompressibilite,
soit :
(G.6)








u
1
= b
3x
1
x
2
2H
2

1 
x
2
2H

u
2
=  b
3
2
x
2
2
H
2

(1 
x
2
3H
)  (1 
H
4
0
H
4
)(1 
x
2
2H
)

.
La longueur L de la alotte est obtenue a partir de l'equation de la surfae (G.5) en
resolvant H(L) = 0, soit
(G.7) L =
 
gB
1
3b
!
1=2
H
2
0
.
Les equations (G.5) et (G.6) montrent que les deux types d'eoulement (deformation
plane ou axisymetrique) onduisent a la me^me famille de surfaes.
Si l'aumulation de l'eoulement axisymetrique est le double de elle de l'eoulement
plan alors les surfaes sont identiques. Dans es onditions (b
axi
= 2b
2D
= b), d'apres
(G.6), les vitesses horizontales sont aussi identiques, tandis que la vitesse vertiale de
l'eoulement axisymetrique est superieure a elle de l'eoulement plan.
Par ontre, pour une me^me aumulation de surfae (b
axi
= b
2D
) et une me^me hauteur
au do^me, la alotte de l'eoulement axisymetrique est deux fois plus longue que elle de
l'eoulement plan. Les vitesses horizontales sont alors deux fois plus grandes dans le as
axisymetrique que dans le as plan.
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